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Sinais Singulares

3.1 —Introducao aos Sinais Sinqulares

Ossinais singulare®u, também chamadosifiais de excitagddormam uma fami-
lia

Uo[N], usn], uy[n], ..., no caso discreto;
ou,

Uo(t), u(t), w(t), ..., no caso continuo;

Eles sdo sinais recorrentes, isto €, cada sin#& dasilia é definido em funcédo do
anterior.

Matematicamente é mesmo possivel definir esta seguée sinais infinitamente
para os dois lados, introduzindo também os sinais

U_l[n], U_2[n] y eee s
ou

U_]_(t), U_z(t), cee

mas isto, entretanto, € sem grande interesse @réd{penas in] e yJ(t) para k= 0
terdo aplicacdes praticas em engenharia.

Portanto, embora sejam um numero infinito de sinaga familia, na pratica apenas
alguns de mais interesse séo realmente utilizasgspecial dois deles: o impulso
unitario w(t) e o degrau unitario,(t), normalmente usados corsimais de excitacdo
(i.e., deinput ou de entrada) de sistemas que estao sendo doalisa
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3.2 —Sinais sinqulares discretos

B O sinal impulso unitario discreto (“unit impulse”) :

A notacdo do impulso unitario discreto é:

Uo[N] ou o[n]
u,[n]
_ 10, nz0
uo[n]— 1 n=0
' - 19
3 2 1 P12 3 3 &

Fig. 1 — O sinal impulso unitario discretgn].

Se multiplicarmos o impulso unitarig[o] por uma constante £0 obtemos um
impulso também, mas neste caso um impulso néorianitém impulso dearea C,
onde C pode ser até mesmo negativo. A figura Baestes casos.

Obs.: A constante C é chamadaadea do impulso, inspirados no caso continuo que
sera visto mais adiante, embora aqui no caso thiseé® tenha o significado que tera
no caso continuo.

x[n]=Cuyn], C>0 x[n]=Cu[n], C<0
C*

r r > > < Cr r 2

3002 -1 01 2 3 4 n

O %
3 2 1 01 2 3 4 aq C?

Fig. 2 — O sinal impulso unitario discreto multgaldo por uma constante: ¢InJ.
A esquerda para C > 0, impulso @ea positiva e a direita para C <0,
impulso deareanegativa.
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B Propriedades do impulso unitario discreto

E facil de se verificar que o impulso unitario @adiscreto), conforme definido
acima, satisfaz as seguintes propriedades:

Uo[n —K] =0, paralln#k eq. (3.1)
kZzlluo[n—k]:l, | <k<m eq. (3.2)
égx[n]mo[n—k]zx[k], I<k<m eq. (3.3)

A eq. (3.3) é chamada dedma de convolucde define a convolucéo entre os sinais
X[n] e w[n].

® O sinal degrau unitario discreto (“unit step”) :

A notacdo do degrau unitario discreto é:

uy[n] ou u[n]

u,[n]

O’ n:—ll—z’...
ul[n]: 1 n=012,/--

Fig. 3 — O sinal degrau unitario discretfni.

Se multiplicarmos o degrau unitarig[n]i por uma constante £0 obtemos um
degrau também, mas neste caso um degrau nado anitdridegrau damplitudeC,
onde C pode ser até mesmo negativo. A figura #rdestes casos.
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x[n] =Cu1[n]_. C=0

Fig. 4 — O sinal degrau unitario discreto multiplo por uma constante: ¢nj.
Para C > 0, degrau @enplitudepositiva e C < Gamplitudenegativa.

E Relacdo entre y[n] e uy[n]:

Algumas equacdes faceis de serem verificadas eajeonam o impulso unitario
discreto y[n] com o degrau unitario discretgfn] séo dadas abaixo:

Uo[n] = w[n] — w[n-1], On eq. (3.4)

Ul[n] = Z Uo[m], Ln eq. (3.5)
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® O sinal rampa unitaria discreta (“unit ramp”) :

A notacdo da rampa unitéria discreta é:

uz[Nn]
u,[n]
y [n]— 0, n=-1-2,--- 3 .
’ n, n=012-- ol . |
1}-----
3 2 4 O 2 3 e

Fig. 5 — O sinal rampa unitaria discresfii

Se multiplicarmos a rampa unitarigln] por uma constante £0 obtemos uma
rampa também, mas neste caso ndo unitargedeclive (ou inclinacdg C, onde C
pode ser até mesmo negativo. A figura 6 ilustrasesasos.

Portanto, um o impulso discreto fica bem deternonpela sugrea o degrau pela
suaamplitudee a rampa pelo sadeclive (ou inclinagcadg. Estes termos fardo mais
sentido quando vermos o impulso, o degrau e a ra@pANUOS, Ou Seja, 0S Sinais

singulares continuos.

X[n]=Cu,[n]. C<0
¥[n]=Cu,[n]. C=0
2 2 0 1 2 3 .
L * ... n
20 . -l y
P SO . -2C prmmmemmm e ¢
> & H H H = B I i
_E _‘1' U 1 2 3 n.r jc

Fig. 6 — O sinal rampa unitaria discreta multipicgpor uma constante: G[nui.
Para C > 0, rampa dkeclivepositivo e C < 0, rampa dkreclivenegativo.
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B Relacdo entre y[n] e uy[n]:

Algumas equacdes faceis de serem verificadas eaj@eionam o degrau unitario
discreto y[n] com a rampa unitaria discretgn] sdo dadas abaixo. Note que:

Ww[n]=nw[n], On eq. (3.6)
ou também, na forma da eq. (3.5):

uy[n+1]= Zul[m]’ Ln eq. (3.7)

m=—co

Por outro lado, na forma da eq. (3.4),

u[n] = w[n+1] — w[n], On eq. (3.8)

B A familia de sinais sinqulares discretas

QD

Observando-se bem a relacéo entfa]ie w[n] dada pelas eq. (3.4) e eq. (3.5) e
relacédo entre{n] e w[n] dada acima pelas eq. (3.6), eq. (3.7) e €8§),(8emos que
estes sinais sao recorrentes, ou seja, poderiaandauar definindo ijn], usn], etc.
como uma familia de sinais singulares discretodeon

W[N] = Ua[n] — Uq[n-1], On, Ok=0,1, ... eg. (3.9)
Uk[n] = Zuk—l[m]’ On, UOk=01,- eg. (3.10)

B Exemplo 3.1

Alguns sinais que podem ser escritos analiticamenteermos dos sinais do tipo
degrau, impulso e rampa.

Os sinais x[n] e y[n] que aparecem na figura 7isgmulsos transladados e portanto
podem ser representados por:
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x[n] = 3w[n-2] e y[n] = 2u,[n+1]
X[‘ﬂ] }-’[ﬂ]
371 [
i B |
T T i i i i i =
o1 2 3 4 1
— > > > i i i >
3020 -1 a 1 2 3 n [ 9

Fig. 7 — Sinais discretos impulsos transladadop=pu,[n—2] e y[n] = — 2¢n+1].
O

E Exemplo 3.2

O sinal x[n] da figura 8 pode ser expresso comod@grau revertido no tempo e
transladado:
X[Nn] = - 2w[-n+2]

X[n]

=

Fig. 8 — Sinal discreto degrau revertido no tempaesladado x[n] = — 2[+n+2].

B Exemplo 3.3

Considere o sinal x[n] da figura 9. Este sinal teatores ndo nulos a esquerda da
origem (isto &, x[n¥ O para valores de n < 0).

Ao multiplicarmos x[n] por yn] obtemos um sinal que tem todos os seus valores
nulos a esquerda da origem, isto €,

X[n]iy[n] =0, n=-1,-2,..,
ao passo que é idéntico a x[n] na origem e a didztorigem, ou seja,

9
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X[n]y[n] =x[n], n=0,1,2,...

¥[n] x[n]-u[n]
A Zr e
S B 9L e
SRS S L 2 4 5 § o — L2 | 45 8,
4 -3-2 101 {3 ¢ ¢ n 4324 (01 13 | n
b=t ® I -1+ . L
¢ ot * = ¢
(a) (b)

Fig. 9 — (a) O sinal x[n] com valores de xfhp a esquerda da origem e
(b) o sinal x[n]Cuy[n], que tem todos os seus valores nulos a esquierda
origem mas € idéntico a x[n] na origem e a suatdire

E Exemplo 3.4

O sinal x[n] da figura 9 pode ser expresso como:
3
X[n] = u,[n] = Y k@ [n K]
k=1

onde tem-se um degrau unitario, e depois retiraaeres pontualmente com
impulsosemt=1,t=2et= 3, para se ter ¢targa correctos de x[1], X[2] e X[3].

x[n]

7 7 s > =
11
AF------- .
] et ®

Fig. 9 — Sinal discreto x[n] =[n] — w[n] + w[n—4] + w[n-4].

10
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Entretanto, x[n] também pode ser representadmreaf equivalente pela expressao:

X[n] = ul[n] - uz[n] + uz[n —4] + ul[n - 4]

E Exemplo 3.5

Em muitos casos 0s sinais tém mesmo varias exgesd@rentes. Os sinal x[n] que
aparece na figura 10 pode ser representado por:

X[n] = 2uy[n] - 2u,[n] - u,[n-1]

onde tem-se um degrau de amplitude 2, e depoisdinaalores pontualmente com
impulsosemt=0,t=1et= 2, para se ter ¢arga correctos de x[1], X[2] e X[3].

> : : H : : =
-1 ) -3 0 1 2 3 4 5 1

Fig. 10 — Sinal discreto x[n] = Zu] — 2u[n] — 2w[n-1].

mas observe que x[n] também pode ser represerdadoyma equivalente pela ex-
pressao:

x[n] =2u,[n-1] —u,[n-1]
ou também por:

x[n] =2u,[n=2]+u,[n-1]

ou ainda, pela subtraccao de duas rampas:

X[n] =uy[n]+u,[n-2]

11
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® Exemplo 3.6

O sinal discreto x[n] da figura 11 é uma sequédeigulsos de largura 3. Este sinal
pode ser escrito em termos de degraus da segamta.f

x[n]=u,[n] - u,[n-3]+u,[n-6]-u,[n—9] +---

=un] + > (-2 my[n-3K]

k=123, -

X[n]

—ar—r—r——0—0—0—0—

.
9 -8 7654321 012 3 4 56 7 8 910 11

Fig. 11 — Sinal discreto x[n], sequéncia de putsm$argura 3.

Alternativamente este sinal x[n] pode ser escmiotermos de impulsos da seguinte
forma:

X[n] =u,[n]+u,[n-1]+u,[n-2]+u,[n-6]+u,[n-7]+u, [n-8]+:--

(o]

= > uy[n-6k]+u,[n-(6k +1)] +u,[n - (6k +2)]

k=0123, -

00 2

= > > uln-(ek+0o)]

k=0123,- €=0,3,-

12



J. A. M. Felippe de Souza 3 — Sinais Singulares

3.3 —Sinais singulares continuos

B O sinal impulso unitario (“unit impulse’) :

O sinal impulso unitario continuo também é chamdeduncdo deltaou delta de
Dirac, em alusédo ao fisico e matematico britanico Palnlelh Maurice Dirac (1902-
1982). O impulso unitario tem a seguinte notacao:

Uo(t) ou o(t)

A u, (t]

o0 Uo(t) :O, t#0
[Pu,dt=1,  a<0<p

0 t
Fig. 12 — O sinal impulso unitario continugfty

O impulso unitério y(t) pode ser interpretado como o limite de uma éegia de
pulsos de area 1.

{x,(O} = uy(®)

x (1)
0
X0 ; 1

x,(®

t 0

fal—
|
=18

0 1 t 0

Fig. 13 — Sequéncia de pulsosadeaigual a 1 que convergem para o sinal
impulso unitario continuo(t).

13
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Note que os sinais,{t) (pulsos) acima sao cada vez mais magros e afiais, a
medida que n cresce, mas entretanto, eles tés foda sob a curva igual a 1.

Desta forma é facil de compreender que o impul$@&um w,(t), sendo o limite desta
sequéncia de pulsps(t)}, vai a infinito em t = 0 e a area (i.e., a intégab a curva)
no intervalo [a , B ] (paraa <0 <B) éigual a 1.

Se multiplicarmos o impulso unitaria,(t) por uma constante £0 obtemos um
impulso também, mas neste caso ndo unjtdeéareaC, onde C pode ser até mesmo
negativo. A figura 14 ilustra estes casos.

x(t) =Cuy). C=0 x(t)= Cu(t), C<0
4 9C 0
© *
(©)
0 t

Fig. 14 — O sinal impulso unitario continuo mulgado por uma constante:
C w(t). A esquerda para C > 0, impulsoateapositiva e a direita para
C < 0, impulso d@reanegativa.

B Propriedades do impulso unitario continuo

E facil de se verificar que o impulso unitario @asontinuo), conforme definido
acima, satisfaz as seguintes propriedades:

U(t—a) =0, pardt#a eq. (3.11)
IB u(t-a)dt=1, a<a<f eq. (3.12)
JPxm, - adt=x@, a<a<p eq. (3.13)

As expressoes das equacoes eq. (3.11), eq. (3€i)(8.13) correspondem, no caso
discreto, as equacdes: eq. (3.1), eq. (3.2) 8]). (

14
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A eq. (3.13) é chamada dmmtegral de convolucdoe define a convolucédo entre os
sinais x(t) e o impulso unitariq().

B O sinal degrau unitario (“unit step”) :

A notacédo do degrau unitario continuo é:

Un(t) ou u(t)
u®
t 0, t<0
u =
() 1, t>0
1
0 t

Fig. 15 — O sinal degrau unitario continy@u

Se multiplicarmos o degrau unitariq(ty por uma constante £0 obtemos um
degrau também, mas neste caso um degrau nao enitdridegrau damplitudeC,
onde C pode ser até mesmo negativo. A figura Birdusso.

x(=Cu(. C=0 x()=Cu (b)), C< 0

Fig. 16 — O sinal degrau unitario continuo multiatio por uma constante: gti
A esquerda, para C > 0, degrauaseplitudepositiva, e a direita. C <0,
degrau damplitudenegativa.

15
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B Relacdo entre u(t) e uyt):

O degrau unitario 4it) € a integral do impulso unitarig(t), enquanto que, por sua
vez, 0 impulso unitarioyt) € a derivada do degrau unitarigty ou seja:

w0 =" u, (bt eq. (3.14)
_ du,()
U, (t) R eq. (3.15)

B O sinal rampa unitaria (“ unit ramp”) :

A notacdo da rampa unitaria continua é: s(Hu

" u, ()

0, t<0O
u,(t) =
(1 {t, t=0

-
[
— g

Fig. 17 — O sinal rampa unitaria continuét)

Se multiplicarmos a rampa unitaria(th por uma constante £0 obtemos uma
rampa, mas neste caso ndo unitarma rampa ddeclive(ouinclinacdg C, onde C
pode ser até mesmo negativo. A figura 18 ilusa.is

Portanto, um o impulso, ou funcao delta de Diracg bem determinado pela sua
area, 0 degrau pela suamplitudee a rampa pelo s@leclive(ouinclinagag.

16
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X(t) =Cuyt). C=0 X =Cu(). C=<0

0 1 t

Fig. 18 — O sinal rampa unitaria continua multifio por uma constante: gt). A
esquerda, para C > 0, rampa akxlive positivo, e a direita, para C <0,
rampa deleclivenegativo.

B Relacdo entre 0s 3 sinais(t), u;(t) e w(t):

A rampa unitaria #ft) € a integral do degrau unitarig(t), e a integral dupla do
impulso unitario g(t). Por outro lado, o degrau unitarigith € a derivada da rampa
unitaria y(t), e o impulso unitario é a derivada segundaaaiapg unitaria 4ft). Ou
seja:

_ du,(t)
u,(t) = # eq. (3.16)
_ d?uy(t)
u,(t) = dtzz eq. (3.17)
w®=[" bt eq. (3.18)
u,® =" [ uy(tat eq. (3.19)

B A familia dos sinais sinqulares continuos

Os sinais singulares na verdade sdo uma familianbaisiampla do que apenagt)
us(t) e w(t). Eles saem recorrentes uns dos outros pelasifas:

17
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du,,,(t
u,(t) =uk#1(), k=012 eq. (3.20)
u,(t) =.[_tw u., (t)dt, k=12 eq. (3.21)

Desta forma poderiamos continuar definingl®) uw(t), ..., etc.

Por exemplo, o4(t) tem a expresséao:

2

t
U3(t):3, t>0

ou seja, o sinalx(t) é funcdosemi-parabdlica.

tu(d
. 0, t<0
U3(t): t?
—, t=0
2
0 O

Fig. 19 — O sinalis(t), funcadosemi-parabdlica.

e facilmente se observa que a derivadas(t® € w(t). Por outro lado, a expresséao de
uy(t) € dada por:

t° t°
u,(t) = — = —, t>0
(1 32 3
e novamente se observa que a derivaday@eéiw(t). Por sua vez, a expressao de

us(t) é dada por:

t t
u-(t) = = — t>0
s(1) ABR2 4!

18
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logo, a derivada desft) € u(t), e assim por diante. Desta forma temos a es@oes
geral:

n! n=0,1,2,3,... eq.(3.22)

As expressdes acima, definidas apenas para t ssQme-se qué,,(t) =0,t<0

para todo n =0, 1, 2, 3,. pois as sinais singulares sdo sempre nulos arelsqde
origem.

B Exemplo 3.7

O sinal x(t) da figura 20 € a soma de dois simajuisos, de arease -T11, translada-
dos. Facilmente verifica-se que pode ser escrifonmaa:

X(t) = Mug (t = to) = Uy (t + t,)]

Fy x(1)

T{ )
_to
(-T0)

Fig. 20 — Sinal x(t), soma de impulsos transladados

.

B Exemplo 3.8

O sinal x(t) da figura 21 é a soma de infinitosagnmpulsos transladados e facil-
mente verifica-se que pode ser escrito na forma:

X(t) =u,(t)—u,(t-D)+u,(t-2)—u,(t=3) +--

ou seja,

19
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x(® = (-1 Wyt -k)
k=0

A x(t)
A0 o0 o0
(1) (1) (1)
3 5 -
0 1 2 4 6 J[r
(D (1) (1)

Fig. 21 — Sinal x(t), soma de impulsos transladados

B Exemplo 3.9

Os sinais x(t), y(t) e v(t) que aparecem na figePasao degraus transladados que

podem ser escritos em termos de sinais singularéipa degrau que foram transla-

dados.

4 x(t)

& }ft}

& 'r'{t}

L 3

a|ma

Fig. 22 — Os sinais x(t), y(t) e v(t), degraus stadados.

20
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Facilmente observa-se que as expressoes de x(&, wt) sao:
x(t) =CLu,(t+2)

y()=-CLu, (2-1)

V() =-Zu(t-a)

B Exemplo 3.10

Aqui vemos dois sinais que podem ser escritos tay@hente em termos dos sinais
singulares do tipo degrau e rampa. Em alguns aasa®ais tém varias expressoes
diferentes. Facilmente observa-se que as expredsddd) e y(t) da figura 23 sé&o:

X(1) =uy () —uy(t-) +u,(t-2)

y(t) =uy(t) —uy(t-1) —uy(t-3)

4 x(t) 4 v(t)

Fig. 23 — Os sinais x(t) e y(t) podem ser exprepsosiegraus e rampas.
O

® Exemplo 3.11

Os sinais das figuras 24 e 24 sao constituidosidespou também chamadoentias
guadradas e facilmente verifica-se que eles podem ser esgm® exclusivamente em
termos de degraus. Pode-se expressar x(t) como:

X(t) =u () —u (t=2) +uy(t—2) —uy(t -3

21
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x(t)

0 1 2 3 t

Fig. 24 — O sinal x(t) constituido de 2 pulsos.

e y(t) como:

y(t) = u (t) = 2[u (t -1 + 2luy(t—2) = 2[uy (t=3) +--- =

= u,(t)+ > 20-1)F g (t- k)
k=1

(D)

=1 —

Fig. 25 — O sinal y(t) constituido de infinitos pos, ‘bnda quadrada

B Exemplo 3.12

Os dois sinais que aparecem nas figuras 26 e 28hpesér escritos exclusivamente
em termos de rampas. Facilmente verifica-se qux@essoes de x(t) da figura 25 é
dada por:

X(t) =u,(t—1) —2u,(t—2) + u,(t - 3)

A x(t)

Fig. 26 — O sinal x(t) pode ser expresso apenasapgpas.

22
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engquanto que a expressao de y(t) da figura 26 & plad

Y(t) = Up(t =1) = 2[u,(t = 2) + 2[u,(t = 4) = 2[u,(t = 6) + 2[u,(t =8) —--

=u,(t-0 + Y 20-1%? wy(t-k)

k= 24,

=uy(t-1) + i 20{-1)" i, (t - 2k)
k=12,

-1

Fig. 27 — O sinal y(t) pode ser expresso por urgaé&ecia infinita de rampas.
O

B Exemplo 3.13

Considere o sinal x(t) da figura 26 (Exemplo 3.1Rie repetimos abaixo na figura 28
e o impulso transladado de aJtda), ilustrado na figura 29.

4 X”’}
| tu (t-a)
. / / \
15 2 25 ' .
0 1 L3 2 23 3 t 5 - "
Fig. 28 — O sinal x(t) do Exemplo 3.12. Fig. 2@-sinal impulso transladado.

Usando a eq. (3.13) temos abaixo alguns exemplesadala integral de convolucao
para a=1lpa=2e a=25

[*x(t) i, (t- 15)dt = x(15) = 05 (0, (t- 2)ct = x(2) =1
[ x(®m,(t- 25)dt= x(25) = 05 [Zx(® m,(t- 25)dt=0

23



