01. Equagéo geral do plano que contémo ponto A=(3,0, 1) e é pa-
raleloaos vetoresi=(1,2,0) e v=(0,3,1).

Resp.:2x-y+3z-9=0

02. Achar a equacgao do plano que passa pelos pontos P = (1, 2, 3)
eQ=(1,2,0)etemadirecdodo vetorv =2i + 3k.

Resp.:y-2=0

03. Obter a equagao do plano que contém os pontos A= (3,0, 1),
B=(2,1,1)eC=(3,2,2).

Resp.:x+y-2z-1=0
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Exemplo:

Determinar os pontos de intersegdo do planoa: 4x+3y-z-12=0
com 0s eixos coordenados.

a) Interse¢do com o eixo x.
Fazendonulosyeznaequagaodea:
4x-12=0pP x=3 b A=(3,0,0)
b) Intersegdo comoeixoyy.
Fazendox=z=0:

3y-12=0 b y=4 b B=(0,4,0)
c) Intersecao como eixo z.

Fazendox=y=0:
-z-12=0pP z=-12 b C=(0,0,-12)



Exemplo:

Equacéo do plano que passa pelo ponto A = (1, 3, 5) e seja orto-
gonal ao vetorn = (2,4,6).

Solucgao:

a) Equacéo do plano

a:2x+4y+6z+d=0

b)A=(1,3,5)1 a
2(1)+4(3)+6(5)+d=0 b d=-44

c)Resposta:a: 2x+4y+6z-44=0

Exercicios

01. Equagao geral do plano que contém o ponto P, =(0, 1, 3) e seja
®
ortogonal ao vetorn=(3, 2, 5).

Resp.: 3x+2y+5z-17=0
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02. Determine um vetor unitario perpendicular ao plano
V2x + y-z+5=0.
&2 1 10

Resp.: G—, —,- —T0u0 seu oposto.
2 2 24

6. CASOS PARTICULARES DA EQUAGAO GERAL DO PLANO

A nulidade de um ou mais coeficientes na equacgao geral do plano,
fara com que este ocupe um posicionamento particular em relacéo aos
eixos coordenados.

Naequagdoax+by+cz+d=0,se:

1.°caso:

d=0 b ax+by+cz=0(coma.b.ct 0)
O plano contém a origem.

Justificativa:
O ponto O=(0, 0, 0) verificaaequagao ax +by +cz=0.
Se otermo independente for nulo, o plano contera a origem.

2.°Caso:

a)a=0p by+cz+d=0(comb.c.dt0)
O plano é paralelo ao eixo x.

Justificativa:

O vetor normgl ao plano
by+cz+d=0én=(0, b, c)
que é perpendicular ao eixo x.
Logo, o plano é paralelo ao
eixo x.

by+cz+d=0

X Analogamente, se:

a)b=0 b ax+cz+d=0(coma.c.d Q)
O plano é paralelo ao eixoYy.

c)c=0 b ax+by+d=0(coma.b.d! 0)
O plano é paralelo ao eixo z.
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EM RESUMO: O plano é sempre paralelo ao eixo da coordena-
da ausente.

3.°Caso:

a)a=d=0pb by+cz=0(comb.ct0)
O plano contera o eixo x.

Justificativa:

O plano by + cz = 0 além de
conter a origem (pois d = 0) é
paralelo ao eixo x, pois tem como
vetornormalon=(0, b, ¢).

<Y

7by+cz=0

Analogamente, se:

b)b=d=0 b ax+cz=0(coma.c! 0)
Oplanoconteraoceixoy.

c)e=d=0 b ax+by=0(coma.bt 0)
O plano conterao eixo z.

4.°Caso:

a)a=b=0pP cz+d=0(comc.d* 0)
O plano é paralelo ao plano xy.
z

Justificativa:

O plano cz +d =0 tem como
vetor normal o n = (0,0,c)que é
paralelo ao eixo z. Isto posto, o
plano intercepta o eixo z e é
y paralelo ao plano xy.

"Zcz+d=0
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OBSERVACAO:
Secz+d=0b z= -d b z =k (querepresentaum plano paralelo
c

ao plano xy e intercepta o eixo z no ponto k). Em particular,z=0é a
equacao do plano coordenado xy. Assim:

z

3
ZA

<Y

n
o

* -~

¥

b)b=c=0pb ax+d=0(coma.d! 0)

O plano é paralelo ao plano yz.

OBSERVACAO:

Seax+d=0P x :§ P x=k. Em particular,x=0é&aequagéo
do plano coordenado yz.

c)a=c=0pb by+d=0(comb.d? 0)
O plano é paralelo ao plano xz.

OBSERVAGAO:

Seby+d=0pP yng y =k . Em particular,y=0representao

plano coordenado xz.
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EM RESUMO:

Se dois dos coeficientes das variaveis forem nulos, a
equacao representa um plano paralelo ao plano das variaveis que nao
figuram na equagao.

Exemplo:

Indicar o posicionamento de cada plano em relagao ao sistema
cartesiano:

a)3x+y-4z=0 b planoquepassa pelaorigem.

b)2x+3z-3=0 b plano paraleloaoeixoy.

c)4x+3y=0 b planoque contémoeixoz.

d)x-4z=0 P planoque contémoeixoy.

e)x-3=0 P planoparaleloaoplanoyz.

N.B.: No E? a equagéo 2x + 3y - 6 = 0 representa uma reta.
Entretanto, no E*tal equacdo representa um plano paralelo ao eixo z.

z

YA
™
n2x+3y-6=0 = a:2x+3y-6=0
:,\'x
L
2 y
3

X

Exercicios

01.Dadooplanoa:2x+3y+z-3=0, pergunta-se se os pontos
A=(1,1,-2)eB=(2,0,1)pertencemaa.

Resp.:AT aeBl a.
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02. Obter a equagao do plano que passa por P = (1, 2,1) e
Q = (3,1,-1)esejaparaleloaoeixoy.

Resp.: x+z-2=0

03. Calcular a equacao do plano passante por P = (1, 3, 3) e
paralelo ao plano xy.

Resp.: z-3=0

04. Plano que contém o eixoxeoponto A=(1, 3, 3).

Resp.: y-z=0

05. Equacao cartesiana do plano que passa pelos pontos
A=(0,1,2)eB=(1,3,0)esejaparalelo ao eixo x.

Resp.: y+z-3=0

06. Achar m para que o ponto A = (m, 1,2) pertenca ao plano
x+2y-z+5=0.

Resp.: m=-5

07. Nas figuras abaixo, determine as equagdes dos planos, sa-
bendo-se que:

a) a, éparalelo ao plano yz;

b) a, passa por P e contém o eixo z;

c) a, éparaleloaoeixoy.

z

X

Resp.:a)a;:x-2=0; b)ay:2x-y=0; c)as;:x+2z-4=0



08. Achar a equagédo do plano que passa pela origem e é
perpendicular ao vetor U = (2,-1,3).

Resp.:2x-y+3z=0

Série B

09. (VISSOTO LEITE) A figura abaixo representa um galpdo. Os
numeros representam as dimensdes do galpdo. Determine:

a) equagdes dos planos que
contémos telhados e

| as paredes;
EL-"/ 1 N D>
H Resp.:
! c a)(EIFH)y-3z+24=0
2O » (IHDG)y +3z-36=0
Foo G (ABFG)x-20=0
8| . 20 (BCDG)y-12=0
e (OEAF)y=0
A 12 B (OEDC)x =0



01.Calcular a e b para que os planos 2x+3y+3=0 e
(a-2)x+6y+(b-1)z+5=0sejam paralelos.

Resp.: a=6eb=1
02. Determinar k para que os planos2x+3z-1=0e
3x+y+kz+2=0sejamortogonais.
Resp.: k=-2
03. Equagao do plano que contenha P = (0, 1, 2) e seja paralelo a
a:2x+3y-z+5=0.

Resp.:2x+3y-z-1=0

SUGESTAO:

1) a,éparaleloaa:
a,:2x+3y-z+d=0

2) Pl a:
2(0)+3(1)-(2)+d=0
d=-1

04.Equacéo do plano que passa pelo pontoA=(3,5,0) e é:
a)paraleloaoplanoa:2x+y-3z+1=0;
b)ortogonalaos planosa,: x+y+2z-2=0;e a,x-y+z-3=0

Resp.:a)2x+y-3z-11=0
b)3x+y-2z-14=0
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05. Obter o plano que contém P =(0, 1, 2) e é ortogonal aos planos
a;x+y-z+5=0 e a, 2x+2y+z+1=0.

Resp.: x-y+1=0

Observe na figura que, que-
remos um plano que passe pelo
ponto P = (0, 1, 2) e tenha a di-
recdodos vetoresn,=(1,1,-1)e
n,=(2,2,1).1

06. Obter a equagéo do plano que passa pelos pontos P, =(1, 3, 0)
eP,=(2,0,1)eéortogonalaoplanoa:x+y-z+3=0.

Resp.:x+y+2z-4=0

SUGESTAO:
Depreende-se da figura
que queremos um plano b
P, Lb=2 que passa pelo ponto P1, e
tem a direcdo dos vetores
a (P,- Pye n=(1,1,-1).
; ®
n
P,
a

07. Equacao geral do plano que passa pelos pontos A= (2,0, 5) e
B=(0,1,0)eé perpendicularaoplanoa: x+3y-z-7=0.

Resp.: 2x-y-z+1=0



01. Obter a equagéo do plano que contém areta:

Jjagx+y-z+3=0

r:i

€ seja paralelo ao eixo das abscissas.
A, X-y+2z+5=0 jap

Resp.: 2y-3z-2=0



02. Pede-se a equagao do plano que passa pela origem e que
contémareta

x+y-z-8=0
2x+z+4=0

Resp.: 5x+y+z=0

03. Calcular a equacgéao do plano que contém areta

x+y+z=0
y+220

e é perpendicularao planop: x+2z-3=0.

Resp.: 2x-y-z+6=0

04. Determinar a equacgao do plano que passa pela reta de in-
tersecado dos planos x-3y-z+3=0 e 3x+y-2z+2=0e éperpendicular
aoplanoyz.

Resp.: 10y+z-7=0

05. Equacao do plano determinado pelo ponto A= (0, 1, 1) e pela

Jx+y-3=0
|x+2z-1=0

reta

Resp.: 3x+y+4z-5=0



07.0splanos a:6x-5y+2z-8=0, a, x-2y-2z+1=0e
a;:6x+2y-5z-1=0 seinterceptamem um Unico ponto P. Determine-o.

Resp.: P=(1,0,1)

SUGESTAO:

& Resolva o sistema:
6x-5y+2z-8=0
X-2y-2z+1=0
6x+2y-5z-1=0

OBSERVACAO:
Trés (ou mais) planos que se interceptam segundo um ponto P
formam uma estrela de planos. O ponto P é o centro da estrela.



02. Determinar o valor de "k" para que seja de 60° o angulo entre
osplanosa; kx+2y+2z+1=0 e a,:x-y+z+3=0.

Resp.: k* 2.6
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04. Calcular o angulo entre o plano coordenado yz e oplano
x+y+z-3=0.

3
Resp.: g=arc cos 3



b) Equagoes simétricas dareta

Isolando-se o parametro t em cada uma das equagdes paramétri-
cas e igualando as expressdes, obtém-se:

X-Xo _¥Y-Yo _2-%9
14 m n

(=1)
que sdo denominadas equagoes simétricas daretar.

Casos particulares das equagoes simétricas:

CONVENCAO: A nulidade de um denominador implica na nulida-
de do correspondente numerador.

I)Um dos denominadores é nulo.

Se, porexemplo,n=0 b z-z,=0 b z=2z,.

z Neste caso a reta é paralela
T ao plano cartesiano xy, pois 0 seu

? r vetor diretor r= (¢, m, 0) é parale-
// lo atal plano. Por conseguinte:
' a

X-Xo _Y¥-Yo _2-2
1 m 0

r:

<Y

ou

z=12z4
r:{x_xozy_yo (onde /. m1 Q)



II) Dois denominadores sdo concomitantemente nulos.
Se, porexemplo, /=m=0en! 0seinfere que areta é paralela ao

ZA

eixo das cotas, uma vez que o
seu vetordiretor é¥=(0, 0, n).
Assim:

pr X7 X0 _Y"Y¥o _2-%
0 0 n

ou

e
<Y

X =X,
Y=Yo
Z-Z45 _




Achar as equagdes reduzidasdareta r: X = % = %
(com variavel independente x).
RESOLUCAO:
I y-3_x

= P ()
a)lzy;:szz;zp rll’ -3 2

2 - - [ Z-2_X

~— - i 3 o 2)

b)Isolando-seyem (1)ezem(2):

]|' y:ﬂ+3
r:i 2 (Resposta)
fz=-x+2

Areta r representada por suas equacdes reduzidas é frutoda

intersecdodos planos a,:y = % +3ea,:z=-x+2.

z - Observe que os planos a,
! r € a, sdo paralelos aos eixos ze
y respectivamente.
2’ """""" P, Aretar "fura" o plano yz no
S : ponto P,=(0, 3,2) e tem como
oy S i _ 3 .
9' 3 y vetor diretor o 328?,——,—12
a e 2 ]
/- 2
2



01. Achar as equacbes simétricas da reta que passa pelo ponto
A=(1,3,0)eéparalelaaovetorv=(3,4,-1).

02. Obter as equacgdes simétricas da reta individualizada pelos
pontosA=(1,3,2)eB=(5,2,2).
Resp.: X_'1 = y_—3 = LZ
4 -1 0

L %0@1)3. A reta r passa pelo ponto P = (1, 2, 0) e tem a diregao do vetor
v =3i +]-k. Determinar as equagobes reduzidas de r (com variavel indepen-
dente x).

X+5 -X+1
g =

Resp.: Yy = ;
esp.. Y 3 3

04. Estabelecer as equacbes reduzidas da reta que passa pelos
pontosP=(0,-4,-5)eQ=(1,-2,-2).

Resp.: y=2x-4;z=3x-5

05. Sdo dadas as equacgdes paramétricas de

ix=1+2t
r:}y=-2+3t
1z =-5t

Obteras equagdes simétricas der.



aLviuna rLividnaL vy rnia anaLe e

Verificar se os pontos P=(4,2,0) e Q=(1,0,-1) pertencema

- +
reta r:—X 1:X:—Z 1.
3 2 1
Resp.: PTreQlr
ix=3+t
07.Determinaropontodareta r: |Ly =1+t quetenhaordenadab.

1=
|Z—4't

Pede-se também o vetor diretorder.

Resp..P=(7,5,0)er=(1,1,-1)
08. O ponto A = (0, x, y) pertence a reta determinada pelos pontos
P=(1,2,0)eQ=(2,3,1). AcharA.
Resp.: A=(0,1,-1)

09. Complete:

a)Areta X=1_Y-3 _Z*1 4paralelaaoplano:
0 2 -1

b)Areta X*1_Y*1_2-2 sparalelaaoeixo:

3 0 0
x+1 y-1 . )
d)Areta > = o z =2 éparalelaaoplano:
ix=2
d)Areta r:%y =2+ 3t éparalelaaoeixo:
¥z=-3

Resp.:a)yz; b)x;c)xy;d)y
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10. Dada aretar como intersec¢ao de dois planos, obterasua

+y+z-2=0
equagéo simétrica. Dada r: :X yres
Xx+3y-z-2=0
Resp.: X 2_y0_2-0

211

SUGESTAO:

ﬁ Obtenhadois pontosP,e P, der:
." P1 Pz
r ;| * 1) fazendo porexemploy=0emr,
. resulta o sistema:

ix+z-2=0
%x-z-Z:O

b x=2b z=0b P,=(20,0)

2)fazendo porexemploy=1em r, resulta o sistema:
ix+z-1=0

| P x=0PpP z=1pP P,=(0,11)
ix-z+1=0

X-X - Z-Z
3)r: - YUY 1
Xy =Xy Y2 - VY4 Z,- 24

N.B.: Cumpre destacar que para subtraendo de cada membro do

numerador daresposta ?: X _22 =Y ; 0 =z ; 09 adotou-se o ponto
e - [

P.,=(2,0,0). No entanto, poder-se-ia adotar o ponto

P,=(0,1,1) 8e x-0 y_-1 ZT19 ou qualqueroutro pontodaretar.

e -2 1 ']

1 x-2y+z+3=0
11.Pede-se aequagéo simétricade s:j
14x+y-5z+3=0
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12.Equacdo do plano que contém a reta reoponto A. Dados
A=(1,0,2) e rx-1=y+3=z

Resp.: x+2y-3z+5=0

13. Obter a equagéo do plano determinado pelo ponto
ix+y-3=0
=(0,1,1)epelareta r::' y
1x+2z-1=0

Resp.: 3x+y+4z-5=0

14. Achar a equagéao do plano a e que concomitantemente:
a) passe pelopontoA=(0, 1, 2);

b)sejaparaleloa r : x_y-1_z+1
sejap 2 0 1

c) seja perpendicularao plano b: 2x+y-z+2=0.

Resp.: x-4y-2z+8=0

A figura mostra que o plano a
contém o ponto A = (0 2)e é
paralelo aos vetores r (2 0,1)e

=(2,1,-1).
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17. Aretarpassa pelo ponto A=(1, - 2, - 3) e forma com os eixos X,
y e zrespectivamente angulos de 60°, 90° e 30°.

18. Achar areta r obtida pela interse¢édo do plano
a:2x+3y+4z-12=0como plano xy.

Resp.: ﬂ -_Yy_z
-6 4 0
SUGESTAO:
1) Equagéo segmentariade a:
5 + X + E =1
6 4 3
2) Calculodos pontos Pe Q:

P=(6,0,0)eQ=(0,4,0)

3) Obterareta PQ.

19. Equagao do plano que contém o ponto A= (2, 1, 3) e é paralelo
asretas:

IXx=2+t =971
rily=-143t e s: Z+_3
. ~ =z

1z=2 1y

Resp.: 3x-y-5z+10=0
20.Num cubo sdo conhecidos 4 de seus vértices: P, =(2, 2, 0),
P,=(2,4,0),P,=(0,4,0)eP,=(2,2,2). Determine os pontos onde areta
[ z-2 "fura" o cubo.

Resp.:P=(1,2,2)e P'=(1,4,1)



i2x+y+z-3=0
21.AcharopontoPemqueareta r:j intercepta
oplano coordenado xy. iX+y-2z-1=0

Resp.: P=(2,-1,0)

22. Dada a figura abaixo, onde o plano a é paralelo ao eixo z e o
plano b é paralelo ao plano xy. Aretar é aintersecdode a e b. Pede-se:

a)equacgdes simétricasder;

b) equagéo do feixe de planos porr.

b)3x+2y-6+I(z-4)

=0
ou z-4+1 (3x+2y-6)=

0



01.Equacao dareta que passaporP=(1,2,0)e é paralelaareta
z

02. Provar que as retas
r_‘;x+y+1:0 12x+2y+1=0

: e s: sdo paralelas.
Ix-y+2z=0 13x- 3y +62+1=0 P

03. Determinar as equagdes simétricas da reta r sabendo-se que
passa pelo ponto P=(3, 5,2) e é concomitantemente ortogonal ao eixo x e

x-1:y-3:z+1
-2 1

areta s:

Resp.: x=3, —— =

y-5_z-2
1 2

SUGESTAO:
x-3 _y-5_2z-2

" m  n
2)Imponha a condigéo de ortogonalidade entrere s.

1)Aretartemaforma:




04. Calcular k para que as retasr e s sejam ortogonais.

R Kx + 2 ix=1+3t
= kx !
Dadas:r::'y 3 e s:}y=2-t
TZ =-3X s
: tz =2t

Resp.: k= -3



01. Achar o ponto de intersegcéo daretar com o plano a. Dados:
X+2 _y+4 z-1

e a:3x-5y+z-1=0
2 1 -3

Resp.: P=(12,3,-20)

02. Encontrar as coordenadas do ponto de intersecdo de
a:2x+3y+4z-1=0com aretadeterminada pelos pontos P, = (1,0,2) e
P,=(3,4,1).

Resp.: P =¢- 1, 3ﬂg
e 2 49

03.Asretas r: X 1=y 1_2z*+2 o x_y+l_z+1 o
2 0 1 1 2 -1

interceptam num ponto P. Achar as coordenadas de P.

Resp.: P=(1,1,-2)



Jacir. J. Venturi

04. Calcular o ponto de intersecao das retas
X _y-2_z+1 e s X _y-1_12z

Resp.: P=(1,-1,2)

05. Achar o ponto de intersecao der,er,. Dadas:
iXx+y+2=0 r‘|,y+1:0

0 € i
iXx+z=0 1y+z=0

Resp.: P=(-1,-1,1)



Exemplos:

01. Achar as equagoes da reta por P, = (3, 5, 0) e ortogonal ao
plano2x+4y-z+1=0.

RESOLUCAO:
r
p a)Equacaoda reta por
° P,=(3,5,0)
|‘| r_x-3:y-5:z-0
. T m n
o b) Em face da condigdo de

ortogonalidade de reta e plano:
‘ f=a=2,m=b=4 e n=c=-1

c)Resposta: r: X_Ts = y-5 =z

02. Obter a equagao do planoporP,=(3,5,0)e ortogonal areta
x-1_y_z+2
1 2 4
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RESOLUCAO:

a) Pela condigéo de ortogonalidade
P, de reta e planosabemosque a=/=1,
b=m=2 e c=n=4. Entao:
a:1x+2y+4z+d=0

b)Mas P, =(3,5,0)1 a
1(3)+2(5)+4(0)+d=0
3

a c)Resposta:
a:x+2y+4z-13=0

Exercicios

x-1:y+3:z-1
3

01. Verificarseareta r: é paralela ao plano
a:2x-2z+3=0.
Resp. : Areta é paralela ao plano.

02. Obter a equacéo da reta que passa por P = (3, 0, 1) e é ortogo-
nalaoplanoa:3x+4y+2=0.



10. Provar que aretarestacontidanoplanoa.

Dados: r:L:X:Z;1 e a:4x-2y+5z-5=0
-1 3 2

12. Achar a equacéao do plano que passa pelareta
IX+y-z+3=0 , . X+1_y _z+2
ri eéparaleloareta s:—===——.
72x+y+1=0 1 2 7

Resp.:3x+2y-z+4=0



01. Achar o angulo entre as retas
X~ 1_y _z+1 o S_x+3:y+2:z-1
7 -1 0 S -2 1 -2

b

Resp.: = rad

02.Pede-seoéanguloentrea:-x+y+3=0 e r: XTz—l-Z-Fz

-2 1

Resp.: £= % rad.

12x+3y-2z-1=0
03.Acharoéanguloqueareta r: | formacom
12x+4y-3z+5=0

0 eixo das cotas.

2
Resp.: arc °°S§
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05. Calcule o dnguloagudo que areta - I _
3

forma com o plano xy.

zA
An
(o]

<V

Resp.: D=arc sen g = 59°

SUGESTAO:
|n.r]
sen J=-—5—
[n{|r]

onderm=(0,0,1)e

P=(3,2,6)



