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Aula 1: Métodos Numéricos para PVIs

O objetivo da primeira parte desta disciplina é aproximar a solucao de problemas de valor inicial

(PVI) na forma
{iﬁgiigﬁw) (1.1)

Em vez de obter a solugao x(t) de (1.1) para todo t > ty, vamos fixar 7" > 0 e escolher N pontos
adicionais t1,...,ty tais que
to<ti<...ty=T1T.

Estes pontos formam uma particao do intervalo [to, T| (Fig. 1):

1 2
o oo o o o—o—§@
3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1: Particao do intervalo [to, T').

Por simplicidade, vamos sempre considerar! que a particao é uniforme, ou seja,
tay1 —tn=h, 0<n<N-—1.
Neste caso,

T—ty = ty—t
= (tn—tno1) +ivoa—to=h+tn1— 1
= h+ (tN—l —tN_2)+tN_2 —ty = 2h +tn_1 ) — h=
= 2h+ (In—2 —tn-3) +tn_g —to=3h+tn_3— 1o
= ...=Nh+ty_ny—1to= Nh,

Vamos estudar métodos numéricos que fornecem Xy, Xy, ..., Xy tais que
X, =zx(t,), 1<n<N
{ Xo = z(tog) = xo
A primeira classe de métodos que veremos para calcular estas aproximagoes é a dos métodos de

passo simples.

1.1 Meétodos de passo simples

Nos métodos de passo simples, as aproximagoes X, =~ x(t,) sdo definidas do seguinte modo:

{ Xn+1 = (I)(Xn+17Xna h)a n =0 (12)

Xo = o
Estes métodos podem ser classificados em
e Métodos explicitos, se ® nao depende de X, 1;

e Métodos implicitos, caso contrario.

Exceto quando tratarmos de métodos de Runge-Kutta adaptativos (Aula 9).



1.2 Meétodo de Euler explicito

O método de Euler explicito é o mais basico dos métodos de passo simples, e pode ser deduzido de
diversas maneiras. Veremos a seguir duas delas:

1.2.1 Deducao por meio do Teorema Fundamental do Calculo

Vamos integrar a equagdo do PVI (1.1) de t =t,, a t = t,11:

/tt+ V() dt = /tt+ F(t,2(1)) dt.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
tn+1
(tng1) —x(t,) = / f(t,x(t)) dt.
tn
Definindo a fungao composta g(t) = f(¢,x(t)), podemos escrever a equagdo acima na forma
tn+1
) = alta)+ [ gtt)dr (1.3)
tn

Se h = t,41 — t, for suficientemente pequeno, podemos aproximar g(t) em [t,,t,+1] pela fungao
constante g, (t) = g(t,):

tnil tnt1 tnt1
/ o) dt / gu(t) dt = gl(t,) / dt = g(ta) (busr — t) = g(ta)
tn tn tn

Assim, z(t) em (1.3) pode ser aproximado da seguinte maneira:

T(tns1) = x(ty) + g(tn)h = x(t,) + hf(tn, x(t,)). (1.4)
Isto motiva propor ®(X, 11, X,, h) = X, + hf(t,, X,) em (1.2), ou seja,
{ Xoi1=Xp +hf(ty, X,), n>0 (1.5)
X[) = 2o

Estas equagoes definem o método de Euler explicito.

1.2.2 Dedugao por meio da férmula de Taylor

Se a solugao x = z(t) de (1.1) é uma funcdo m vezes diferenciavel, temos pela férmula de Taylor que

() +ra(h), Tm =P g

n! dan h—=0 h"

h? h"™ d"
z(t + h) = x(t) + ha'(t) + ?x”(t) o422

Como xz(t) é ao menos uma vez diferenciavel (lembre-se que z'(t) = f(¢,z(t))), temos que

Tl(h)

z(t +h) = x(t) + ha'(t) + r1(h), lim = 0.

Em particular,
T(thy1) = a(t, +h) = x(t,) + ha'(t,) + ri(h)
= x(ty) + hf(tn, x(tn)) +11(h)
z(tn) + hf(tn, 2(tn)),

que é a mesma aproximacao obtida em (1.4).



1.2.3 Exemplo

Exemplo 1.1 :: Faga duas itera¢oes do método de Euler explicito para aproximar z(1/2), sendo

z(t) a solugdo do PVI
2/ (t) = 2x(t)
z(0) = 1.

Como f(t,z(t)) = 2x(t), segue que f(t,x) = 2x. Além disso, temos que

T—1 1/2—-0 1
h: 0: / = —

logo

Segue de (1.5) que

1 X, 1 3

assim,

3 3 3
X = §X0 = 5(1) =3/2, Xo= §X1 =

Para saber se Xy = 2.25 é uma boa aproximacao para x
é z(t) = e*, de modo que
1
— | =e=2.7T183...
()=

Assim, o erro é dado por | Xy — z(t2)] = e — 2.25 &~ 0.47.

—9/4 =2.25.

Do W
VR
Do | o
~

ty) = x(1/2), note que a solugao exata

—~

Em geral, se aproximamos z(1/2) com N passos do método de Euler explicito, teremos

, o 201
N 2N
Xo = 1
Xt = Xyt hf(tn X0) = X 4~ (2X,) = X, + =X, = (1 + l) X,
2N N N

de modo que

X—1+1X —1+1 1+1X —1+12X = —1+1NX
N = N )N N N )N T N N-2=...= N N-N;

ou seja,
1\V 1\Y 1\Y

Por exemplo se N = 100, entao Xy = 2.7048..., com erro | Xy — z(ty)| ~ 0.013. Além disso,

I\
lim XN:]\}im (1+N) =e=u1x(1/2).
—00

N—oo



Aula 2: Existéncia e Unicidade de solucao de PVIs

Esta aula trata de aspectos tedricos das equagoes diferenciais ordinarias que influenciam na apro-
ximagcao numérica destas equacoes. O exemplo a seguir ilustra a importancia destes aspectos.

Exemplo 2.1 : Faga 20 iteragdes do método de Euler explicito (1.5) para aproximar z(2), sendo
x(t) a solugdo do PVI
2(t) =1+ 22(t
(6 =1+2%0) o
z(0) =0

Como f(t,z(t)) = 1+22(t), f(t,z) = 1+2% Além disso, temos que h = (T —t()/20 = (2—0)/20 =
1/10. Assim, Xy = 2(0) =0 e, paran > 0,

Xog1 = X + hf(te, Xn) = Xo +0.1(1 + X7).
Passemos as iteragoes:

X, = Xo+(1/10)(1 + X2) =0+ 0.1(1 4+ 0%) = 0.1
X, = X;+(1/10)(1 + X7) = 0.1+ 0.1(1 +0.1%) = 0.1 + 0.1(1.01) = 0.1 + 0.101 = 0.201
X3 = Xy +(1/10)(1 + X3) = 0.201 + 0.1(1 + 0.201%) = 0.201 + 0.1(1.04041) = 0.3050401

Xog = 925.949..., porém,

/ dx :/dt+cz>x(t):tan(t+0),

1+ a2
e de 2(0) = 0 segue que z(t) = tan(t), logo x(2) = tan(2) = —2.185...
No exemplo anterior, o aumento do valor de N fez com que Xy se aproximasse mais de z(ty).
Entretanto, se por exemplo dobrarmos o valor de N para aproximar o problema (2.1), encontrariamos

Xy = X0 ~ 3.203 x 10%.

O que aconteceu ?

Note pela Fig. 2 que hd um ponto no intervalo [ty,T] = [0, 2] em que a solugao ¢é indefinida:

; tE£}2 #(t)-

A sequéncia gerada pelo método de Euler explicito foi incapaz de lidar com este ponto em que
nao ha existéncia de solugao. Especificamente, como f(t,x) > 0, a sequéncia X,, é crescente com
Xop =0, de modo que X,, > 0 V n, deixando de prever os valores negativos de z(t) para x > 7/2.

Este exemplo ilustra que nao devemos aplicar o método de Euler explicito (e em geral, nenhum
método numérico) para aproximar a solugdo de PVIs em intervalos [ty, 7] em que a existéncia e/ou
unicidade de solucao nao for garantida. Para verificar a existéncia e unicidade de solugao, usamos o
seguinte teorema (Teoremas 1 e 2 de [10, Sec. 8.1]):

Teorema 2.1 : Se f: IR?> — IR é uma funcao continua no conjunto
A={t,z) e R* ||t —to| < ae |z — x| < B}, (2.2)
entao a solugao do PVI (1.1) existe para todo |t — ty| < 7, sendo v dado por

v =min{e, B/M}, M = ({r;)aexA |f(t, x)]. (2.3)

Além disso, se f = f(t,z) é de classe C! em A, entdo a solugao x = z(t) é inica no intervalo
|t —to| <.
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Figura 2: Solucao exata e aproximada do Exemplo 2. A linha tracejada (em vermelho) corresponde

ao ponto x = m/2, em que a solugdo nao existe.

OBS: Note que [t — to| < v implica t — ty < 7, ou seja, t <ty + 7. Assim, o Teorema 2.1 garante a
existéncia e unicidade em [0, 7] no caso em que T =ty + .

Exemplo 2.2 : Usando o Teorema 2.1, encontre o maior valor possivel de T' tal que o problema
(2.1) tenha solugao unica no intervalo [0, 7).

Temos que f(t,z) = 14+22 é de classe C'! no conjunto A definido em (2.2) para quaisquer «, 8 € IR.
Como o Teorema 2.1 garante a existéncia e unicidade em [0, 7] com T = to+7 = =, devemos escolher
a, (3 tais que

¥ = min { «, % = min { a, LQ = min < @, L
max |1 + 27| max 1 + x 1+ 32
(t,x)eA |z|<B

seja o maior possivel. Vamos primeiro escolher a. Note que, como v = min {«, 5/(1 + 52)},
e Se > f/(1+ %), entdo v = 3/(1+ (%);
e Se aw < B/(1+4 %), entdo v = a < 3/(1 4 3?),

ou seja (vide Fig. 3),

A a<B/(1+6%),
v =7(a)=
B/(1+52%), a>p/(1+57).
Portanto, devemos ter a > 3/(1 + %), por exemplo a = /(1 + 3?). Assim, o maior valor de 7 é
da forma
__B
Ty

Basta achar o valor de 3 que maximiza v. Seja g(z) = z/(1 + x?). Temos que

()(1 + 22) — (z)(22) 1 —2?

g(x) = (1 + 22)? B (1+22)%’

de modo que ¢'(z) = 0 se x = £1. Como f > 0, temos que = 1 é um candidato a maximo de
v = g(B). Note que

e Se f>1, entdo ¢'(B) < 0, ou seja, g é decrescente. Logo, g(f) < g(1) para todo 5 > 1;

e Se 0 < <1, entao ¢'(B) > 0, ou seja, g é crescente. Logo, g(1) > g(f) para todo 0 < 5 < 1;

7
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Figura 3: Relacao entre os parametros v e a.

Portanto, maxgso g(3) = g(1) = 1/(1 + 1?) = 1/2, ou seja, o maior valor possivel de v, segundo
o Teorema 2.1, é v = 1/2.

OBS: Neste exemplo conhecemos a solucao exata (z(t) = tan(t)), que é bem definida em [0, 7] para
qualquer T' < 7/2. Assim, poderiamos por exemplo escolher v = 3/2 > 1/2, para o qual a existéncia
e unicidade ainda é vélida. Isto enfatiza que o Teorema 2.1 fornece uma condic¢ao suficiente, mas

nao necessaria.
O Teorema 3 de [10, Sec. 8.1] fornece outra condigao suficiente para a existéncia e unicidade:

Teorema 2.2 : Se f: IR?> — IR é uma funcao continua e tal que
|f(t,x1)—f(t,x2)| §L|$1—x2| Vie [a,b], vxbx? €R7 (24)
entdo a solucao do PVI (1.1) existe e é tnica para todo t € [a, b].

Exemplo 2.3 : Estude, por meio do Teorema 2.2, a existéncia e unicidade de solug¢ao do problema

{ x%t)::ét%—sentr@)ﬂz (2.5)

Para este problema, temos f(t,z) = (¢t + sen(x))?, logo

[f(t21) = f(tx2)| = |(t+sen(x1))” — (t + sen(z2))”|
= |(t+sen(xy) 4+t + sen(xs))(t + sen(xy) — t — sen(zy))]
= |(2t + sen(zy) + sen(xz))(sen(x;) — sen(zz))|
= |2t 4 sen(xy) + sen(xz)| | cos(§)| |x1 — x2

para algum ¢ entre z1 e z2 (pelo Teorema do Valor Médio). Como |cos(€)] <1 e
|2t + sen(z1) + sen(x2)| < |2t + [sen(z)| + [sen(xq)| < 2|t + 2,
segue que, dado T" > 0 fixo porém arbitrario,
|f(t,x1) = f(t,22)] < Llzy — 25 Vtelo,T],

sendo L = 2T + 2. Portanto, a solu¢ao do PVI (2.5) existe e é tinica para todo ¢t € [0,T], para
qualquer T" > 0.



Aula 3: Polinémio de Taylor e ordem de convergéncia

Vamos revisar a aproximacao de uma funcao f por polinomios de Taylor. Por simplicidade, vamos
inicialmente assumir que f é infinitamente diferenciavel.
Seja P,, o espago vetorial dos polinomios de grau < m. Um caso particular do polinomio de
Taylor de grau m é o polindbmio de Maclaurin de grau m,
2
pm(T) = ag + a1x + asx” + ... + apx™ € Pp,

que satisfaz as seguintes condigoes:

([ pm(0) = £(0)
Pn(0) = f(0)
pm(0) = f7(0)
AP0 = 50, 1@ = )
Estas m + 1 condigoes permitem determinar as m + 1 incognitas ag, ai, ..., Gy, em p,(x):
Pm(T) = ag+arx +agr® +.. .+ apr™
pm(0) = ay+0+0+...40=0ay = ao= f(0)
p(x) = (Day + 2a97 + 3az2® + ... + ma,z™ !
P, 0) = a;+0+0+...+0=0a; = a; = f'(0)

= 2'a2+0—|—0++O:2‘a2:>a2:f"(0)/2'

(
(0)
()
(0)
pl(x) = (2)(ag+ (3)(2)asx + (4)(3)asx® + ...+ (m)(m — 1)a,a™ 2
(0)
(z) = (3)@2M)as + (4)(3)(2)asz + (5)(4)(3)asz”® + ... + (m)(m — 1)(m — 2)apz™ "
(0) = 3lag+0+04...+0=3lag = as = f"(0)/3!
p5(0) _ mlay, = a, = f(0)/m!

Portanto, a; = f*®(0)/k! (0 < k < m), ou seja,

.

f™(0)
!

ple) = F(O) + PO+ 3 O + 4 fem =S
’ ' k=0

O mesmo procedimento poderia ser utilizado para determinar o polinomio de Taylor de grau
m de f em torno de x = a: o objetivo seria determinar aq, ..., a,, tais que o polinomio

Pm.a(T) = ao + a1z + axx®> + ...+ amax™ € Py
satisfaca as condicgoes
Pa(@) = fP(a),  0<k<m.

Estas condigoes resultam no seguinte sistema de equacoes para os coeficientes do polinomio:
([ pmla) = ag+ara+asd®+ ... +ana™ "t = f(a)
(a) = (1)ay + 2aza + 3aza® + ...+ ma,a™ ' = f'(a)
pl(a) = 2las+ (3)(2)aza + (4)(3)aga® + ...+ (m)(m — 1)a,a™ 2 = f"(a)

(a)

p’(a) = 3laz+ (4)(3)(2)asa + ...+ (m)(m — 1)(m — 2)a,,a™ 3 = f"(a)
P = mlay = £(a),



ou na forma matricial,

1 a a® a° am™ ! 117 ay i f(a) }
0 1! 2a 3aza® e a /(a)
"
0 0 2 3aza %d’ (mL'Q),a -2 az ]J;”((Z))
| m— a

00 0 3 U e 5| _

00 0 0 ... (m-1! mg U1 f D (a)
00 0 0 .. 0 m L oam | | f™(a) |

Embora seja um sistema triangular (portanto fécil de ser resolvido), as expressoes dos coeficientes
ay vao se tornando mais complicadas a medida que k diminui:

i = [™(a)/ml
(m — Wapm_1 +mlaa, = f" V(@)= am = f"Y(a)/(m—-1)!—af™(a)/(m—1)!

Para simplificar os coeficientes, vamos escrever p,, .(x) em termos de outra base:

Pma(®) = ag + ar(v —a) + ax(x —a)* + ... + ap(z —a)™.

Neste caso,
pm(T) = ao+ai(r—a)+ay(r—a)+...+an(r—a)™!
pm(a) = ag+04+0+...40=0ay= ay = f(a)
po(@) = (Dag+2ax(x —a) +3az(x —a)* + ... + may,(z —a)™!
p(a) = a1 +0+0+...40=a; = a; = f'(a)
pl(x) = (2)(ag+ (3)(2)as(z —a) + (4)(3)as(z — a)* + ...+ (m)(m — Day,(z — a)™ 2
po(a) = 2laa+0+0+4...4+0=2layg = ay = f"(a)/2!
M) = mlay = a, = f™(a)/m!,

o que resulta numa expressao analoga a do polinomio de Maclaurin:

an (m) n
f—“(x—af—i—.‘.—i—u - :Z

21 m!

pm,a(x) = f(a) + f/<a)(37 —a)+ (x — &) (3 1)

As condicoes pm a( ) = f®)(a) para todo 0 < k < m fazem com que o polinémio de Taylor p$f§?a (x)
seja o polinomio de grau m que melhor aproxima f(z) na vizinhanca de z = a (Fig. 4).
O erro da aproximagao de f(z) por p,(fhf)a(:z:) ¢ descrito pela férmula de Taylor com resto de

Lagrange:

Fm(e)
(m+1)!
sendo £ entre a e x. Esta féormula é valida no caso em que f é uma funcao de classe C™ e m + 1

vezes diferencidvel. Por outro lado, na situagao (menos restritiva) em que f é uma funcao m vezes
diferenciavel, vale a seguinte férmula de Taylor:

f"(a)

m!

f(x) = fla) + f'(a)(z — a) +

(x —a)™ + (x —a)™, (3.2)

F(a) = fa) + f'(a)a — ) + 5 f(a)(x — ) + ...+ = f @) (& — )" + (), Jim

m) h—0 h™

10
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Figura 4: Aproximagao de f(z) = cos(z) + x pelos polinémios de Maclaurin (esquerda) e de Taylor
com a = 1 (direita).
3.1 Ordem de convergéncia
Segundo [10, Sec. 1.2], dadas duas fungoes f e g, dizemos que
f(z) =0(g(z))  (z =27

se
AC>0,e>0 | |f(z) <Clg(x)| Va, |zr—z"| <e

Daqui em diante, com a expressao f(x) = O(g(x)) (sem referéncia a 2*) subentende-se que z* = 0,
ou seja, f(z) = O(g(x)) se
3C>0,e>0 | |[f(2)] <Clg(x)| Va, |z| <e (3.3)
Exemplo 3.1 : Mostre que se f(z) = 2* + 32 + z + 22°, entdo f(z) = O(x).
Devemos encontrar C' > 0 e € > 0 tais que |f(x)| < Clz| V z, || < e. Note que
1f(x)| = |2* + 32% + z + 22°| < |z|* + 3|2 ]* + |z| + 2|=|°,

logo basta encontrar € > 0 tal que |z|" < |z| para todo |z| < een > 1. Como sabemos das poténcias
de ntimeros reais que, dados n > m,

"> >1, b>1 e b'<b'<1l, 0<b<]1,
podemos escolher ¢ = 1. Neste caso,
|f()] < o] + 3|z] + || + 2|2| = 7|z|
Portanto, (3.3) vale com C' =7, ¢ = 1, g(x) = z, ou seja, f(z) = O(z). Note que, em geral,
C>Tee<1.

OBS: Pela férmula de Taylor com resto de Lagrange (3.2), o erro de aproximagao do polinomio de
Maclaurin satisfaz f(z) — pn(2) = O(z™) no caso em que f é de classe C™!. De fato, segue do
teorema de Weierstrass [12] que

IM >0 | [f™V(@) <M VzeR,

de modo que

() = pu(a)] = @) = puol)] = | o A7V = 0™ < o

(m+1)
ou seja, (3.3) vale com C'= M/(m +1)!, g(x) = 2™ e ¢ qualquer.

11



Aula 4: Método da série de Taylor

O polinémio de Taylor de grau m da solucao x(t) do PVI (1.1) em torno do ponto a = t,, é dada por

(tn)(t —t)2 + ... + L ™ ()t — )™

1
Pt (1) = 2(tn) + 2/ (6,) (¢ — 1) + 2" m!

2!

Observando que 2/(t) = f(t,z(t)) e tomando em particular ¢t = ¢, 41, obtemos

Pt (tus1) = 2(tn) + f(tn, 2(tn)) 2+ 5 f(tmff( n))h* + ~+%f(m_”(tml"(tn))hm-

Note que pp 4, (tht1) = (t,+1). Dada a aproximacao X,, ~ x(t,) no instante ¢,, consideramos a
seguinte aproximagao de x(t,41):

f/(tn’ x(tn» h2 + if(m—l)(tm I(tn))hm

T(tnt1) = DPmit,(tnr1) = x(tn) + f(tn, z(t))h + 5 SRR

Q

1 1
X+ f (b Xn)h 4 o f (b, X)h* 4 ...+ %ﬂm—l)(tn, X,))h™.
Esta aproximacao define o método da série de Taylor de ordem m:

{ Xn—H = Xn + f(tm Xn)h + %f/(tm Xn)h2 +.o..+ %f(m_l)(tna Xn))hm

v (4.1)

Exemplo 4.1 : Deduza a equacao do método da série de Taylor de terceira ordem para a equagao
7' (t) = cos(t) — sen(z(t)) +
Observando a regra de derivagao de fungdes compostas, obtemos
f(t,z(t)) = cos(t) —sen(x(t)) + t*
f(t,z(t) = —sen(t) — (sen(z(t))) + 2t
= —sen(t) — cos(z(t))x'(t) + 2t
) —cos(x(t)) f(t, z(t)) + 2t
(t) (t
(

= —sen(t

f"(t,x(t)) = —cos(t) — (cos(z(t))f(t,x(t))) + 2
= —cos(t) — (cos(x(t)) f(t, z(t)) — cos(x(t)) f'(t, x(t)) +
= —cos(t) +sen(z(t))2"(t) f(t,z(t)) — cos(x(t)) f'(t, x(t )) +2
= —cos(t) +sen(z(t)) f(t, x(t))* — cos(x(t)) f'(t, x(t)) +

Note acima que expressamos f*(t,, z(t)) em termos das derivadas de ordem inferior (e em termos
de f(t,x(t))). Isto permitird escrever estes termos de maneira recursiva.
O proximo passo é avaliar (t,z(t)) em (t,, X,),

f(tn, X,) = cos(t,) —sen(X,) + t2
(e, Xn) = —sen(t,) — cos(X,) f(tn, Xn) + 2ty
" (tn, X)) = —cos(ty) +sen(X,) f(tn, Xn)* — cos(Xy) f'(tn, Xp) + 2,

]/ tna‘<n 2 .; " tn7‘<7l

3
2! 3! h

- tn) — X L, X, 2t
= Xt (con(t) — sen(X,) + 2 + ) Z N0 X) - 2

—cos(t,) + sen(X,) f(tn, X,)? — cos(X,,) f/(tn, Xp) + 2
3!

Xpy1 = Xo+ fltn, Xp)h +

h2

h®.
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Por clareza, e para utilizar a relacao recursiva entre as derivadas, convém escrever esta equacao
com o auxilio de passos intermediarios:

Fy = cos(t,) —sen(X,) +t2
F, = —sen(t,) — cos(X,)F + 2t,
F3 = —cos(t,) +sen(X,)F? — cos(X,,)Fy + 2

Xop1 = Xo+ Fih+ 55507 + 5 F3h?.
Exemplo 4.2 : Deduza a equacao do método da série de Taylor de terceira ordem para a equagao
2'(t) =1+ a(t)”
Analogamente ao exemplo anterior,
ftz(t) = 14z(t)
ftzt) = 04 2x)2'(t) = 2z(t) f(t, 2(t))
frta(t)) = 22/(t) f(t,x(t) + 2x(t) f'(t,2(t)) = 2 (¢, 2(1))* + 2x(t) f'(t, x(t)).

(tn,X) = 1+ X?

f,(tna X )/ = Qf(tnv Xn)2 + 2an/(tn7 Xn)a
de obtemos o conjunto de equagoes
B = 2X,F

Fy = 2F242X,F,
Xn+1 - X +F1h+ F2h2+éF3h3.

Exemplo 4.3 : Aplique dois passos do método da série de Taylor de segunda ordem para aproximar
x(0.002), sendo z(t) a solugao do PVT (2.1).

Temos do exemplo anterior que o método de segunda ordem é dado por

F, = 1+ X?
F2 = 2X F1
Xpt1 = Xo+ Fih+ LE0%

Como Xy = 0, temos no primeiro passo que F; = 1 e Fy = 0, logo X; = h. No segundo passo,
temos Fy = 1+ h% e Fy = 2hF; = 2h(1 + h?), logo

1
Xo=h+(1+h)h+ 52h(1 + h*)h? = 2h 4 2h* + B,

Substituindo A = (0.02—0)/2 = 0.01, encontramos X» = 0.020002001. Avaliando a solucao exata
x(t) = tan(t), obtemos x(0.02) = tan(0.02) = 0.020002667093. . .

OBS: O método de primeira ordem (Euler explicito) X, 11 = X, + Fih resultaria em X; = h e

Xy = h+ (1 +h?)h = 2h + h* = 0.020001.
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Aula 5: Analise de erros do método da série de Taylor
Vamos estudar o comportamento do erro de aproximagao
en = x(t,) — X,
O primeiro passo é decompor e,, na forma

€n = x(tn) - ri(fn tn-1, Xn—l) + f(fn ln-1, Xn—l) - Xn
en = [2(tn) — Z(tn)] + [2(tn) — Xn] = €n + elnoca

sendo z(t) = &(t, t,—1, X,—1) a solucao do PVI auxiliar

{ #(1) = f(t,7(1)) 6.0

Obtemos no Apéndice A que, se

of

‘%(t’x) < M Y (t,l’) € [tQ,T] X ]R, (52)

entao o erro total e, satisfaz

eM(T—to) _ 1

len| <6 § = max |el|. (5.3)

hM 0<j<n
OBS: A condi¢ao (5.2) garante a validade do Teorema 2.2, de modo que a solugao z(t) do PVI (1.1)
existe e é unica para qualquer (to, o) € [to, T] x IR.

Mostraremos a seguir que /¢ = O(h™*1), de modo que § < Ch™*! e assim segue de (5.3) que

eM(T_tO) — ]_ C ~
n| < ChMH ————— = — (M) — ) = O
el < = (e ) ,
ou seja, e, = O(h™). Considere, por exemplo, m = 3. Se o espagamento da malha h decresce de
h = 10" para h = 107> (uma casa decimal), entdo o erro, que era inferior a C'(107")* = 107°C,
torna-se inferior a 107°C' (decai trés casas decimais). Além disso, como m > 1, temos em particular
que

lime, =0 (0<n<N),
h—0

ou seja, o método é convergente.

5.1 Erro local

O erro €!°¢ é relacionado ao erro cometido na passagem de X,,_; para X,, assumindo que nao houve

erros nos passos anteriores (ou seja, se X; = z(t;) para todo j < n). Se isso fosse verdade, terfamos
em particular X,,_; = x(t,,—1) e assim Z(t) torna-se a solu¢ao do PVI

{ T(t) = f(t,2(t)) (5.4)

F(ta1) = 2(tar).

Como z(t) trivialmente satisfaz o PVI (5.4) terfamos, pela existéncia e unicidade de solugao
que Z(t) = z(t), ou seja, e, = e Por este motivo a parcela e/ do erro e, recebe a seguinte
denominacao:

loc
n -

14



Definicao 5.1 : Seja Z(t) = &(t,t,—1, X,—1) a solucdo do PVI auxiliar (5.1). Denominamos a
expressao

eloc j:(tna tnfla anl) - Xn

n

o erro local da aproximagao X,, = x(t,).
Lema 5.1 : A expressao €% = &(t,, t, 1, X, 1) — X, satisfaz e/ = O(h™!) para todo n.

Note que, pela equacao que define o método,
f(m—l) (tnu Xn—l)

"ty X
M}ﬂ +.o+ h™. (5.5)

Xn = anl + f(trw anl)h + 9 m

Por outro lado, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange para Z(t),

~(m)(t ) m+1({>
Xz
i(t) = 7 t—t,_ U R Sl t—t,_q)"H
B(t) = T(tn—1) + ' (tp1)( )t )™ (m—l—l)( )™
com t entre t,_; e t. Em particular se t = t,,,
7(m) (t _1> F(m+1) (f) B
T(t,) = T(t,— Pty )b+ . I T (R (8, < T < ).
(tn) = Z(ta1) + T(ta-)ht o+ — +(m+)(3 (tn1 ST <tn)

Usando o fato que @’ = f,

5(62) = #{ta) + Fltnor, it ) .o LT D ”Z VG, iﬁwhmﬂ.

Finalmente, pela condi¢ao inicial de (5.1),

(tn) = X1+ f(tn1, Xn—1)h + ...+ " (m ' (5.6)
Segue de (5.5) e (5.6) que
I(tn) = Xn+g(h),  g(h) = —f(;;(ii()?)hm“
ou seja, €¢ = g(h). Assumindo adicionalmente que
3L>0 | |f™(t,z)| <L Y (t,z) € [to, T] x IR, (5.7)
segue que, para todon > 0e |h| = (T —to)/N < T — to,
L
lg(h)] < CR™, O = ]
ou seja, elo¢ = g(h) = O(h™*1). O
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Aula 6: Métodos de Runge-Kutta

O defeito do método da série de Taylor é depender das derivadas da fungao f. Isto dificulta uma
implementagao computacional universal para o método (ou seja, o algoritmo escrito para um PVI
em geral nao pode ser aproveitado em outro PVI).

Os métodos de Runge-Kutta de ordem m (RKm) sao métodos de passo simples com erro local
de ordem O(h™*1), como o método da série de Taylor de ordem m, mas sem envolver derivadas da
funcao f.

Se fi(z) = O(g(2)), fo(x) = Og(x)) e f = f1 £ f2 entdo f(z) = O(g(x)), ou seja,

O(g(x)) £ O(g(x)) = O(g(x))-

Tendo em vista esta propriedade, vamos construir os métodos de RKm na forma
Xn1 = X+ O(h™), (6.1)

sendo XI™ a sequéncia de aproximacoes gerada pelo método da série de Taylor de ordem m. Deste
modo o erro local dos métodos na forma (6.1) é dado por

loc __
en =

(tnatn 17 n— 1) - Xn
= F(tp,tp1, Xn_1) — XI™ — O(R™)
— O(hm+l) o O(herl) — O(herl).

6.1 Expansao de Taylor 2D

Vamos utilizar a expansao de Taylor bidimensional na dedugao dos métodos de Runge-Kutta de ordem
1 e 2. Esta expansao, por sua vez, sera deduzida a partir das expansoes de Taylor unidimensionais
de ordem 0 e 1 em torno de a = 0:

o(x) = 9(0) + ¢ (B)a. (62
() = 9(0) + ¢ O + 59" (7). (63)

sendo que, para x > 0, temos 0 < T < x (e o valor de Z nao necessariamente é o mesmo em (6.2) e
(6.3)). Para definir a expansao de Taylor de uma funcao f = f(¢,z) em torno de (a,b), definimos

g(s) = fla+svi,b+sv2), v = (v1,v2) = S—l*(t —a,x—0b), s"=|[(t —a,x —b). (6.4)

Esta fungao representa um perfil da funcao f sobre a reta que passa por (a,b) e (t,z) (Fig. 5).

Figura 5: Reta sobre a qual é tomada o perfil de f(¢,z) para a dedugao da expansao de Taylor 2D.
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Segue da definicao da fungao auxilar g(s) em (6.4) que g(0) = f(a,b) e g(s*) = f(t,x). Além
disso, sua derivada ¢ dada por

0 0
Jg(s) = a—{(a—l—sm,b%—sw)(a%—sm)’—l— a—i(a—ksm,b%—sw)(b—i—svg)’

0 0
- 6_{(a+sv1,b+sv2)vl+£(a+501vb+sv2)v2‘ (6.5)

Tomando = = s* em (6.2) e observando que s*v = (t — a,z — b), obtemos

0 0
flt,x) = f(a,b)+ —f(a + 5v1,b+ Svg)ust + —f(a—l— Sv1,b+ 5vg)vgs”

ot Ox
_ of of
= Jah)+ Dane-a+ (%( Bz~ b) (6:6)
com (@, b) = (a+5v;,b+ 5vy) para algum 0 < 5 < s*. Normalizando 5 por meio de A\ = 5/s*, temos

(a,b) =(a+ At —a),b+ Az —0b), 0<A<1.

Esta é a expansao de ordem zero com resto de Lagrange. Para obter a expansao de primeira
ordem, vamos utilizar a equagao (6.3), que por sua vez depende da derivada de (6.5):

0? 0?
q"(s) = (a‘f(a+sv1,b+svg)vl+ T 8f (a+sv1,b~|—sv2)vg) o

2f 82f
+ (a+svi,b+sva)vr + o5 (a+ 50,0+ sv2)va | vy

Ox0t 0x?
_ 0% o*f 0*f
= 5% —(a+ sv1,b+ svy)v; + 28t8x(a + 501, b+ sv)v1vg + W(a + sv1,b+ sv2)03, (6.7)
assumindo-se que f é de classe C?. Segue de (6.3), (6.4) com s = 0 e (6.5) com s = 5§ que

3),
fltw) = flab)+ o)t —a)+ 2o b))
o*f

@hit-ae -0+ GHaHE-1?).  (©8)

+ < f(d?_?)(t— a)® +2

ot? Otox

em que, novamente, (a,b) = (a + \(t —a),b+ A(z — b)) para algum 0 < A < 1. As expansoes (6.6) e
(6.8) serao usadas nos casos particulares em que (a,b) = (t,, X,,) e (t,z) = (¢, + ha, X,, + h3), que
resultam em

flty +ha, X, +h3) = f(tn, Xn )+h(gf( ,X)a+g—£(f,X)ﬂ>, (6.9)
F(to + o, X _ of /
n a, X, +hB) = f(t,,Xn) +h (%(tn,X) +ax<t”’X")5
h? (Of _ o Pf RPf
+ 5 (8752( X)a? + 25 (t, X)a5+@(t,X)B2>, (6.10)

m (£, X) = (t, + Mha, X,, + A\h3) para algum 0 < X < 1.

6.2 Meétodos de Runge-Kutta de primeira ordem (RK1)

A principio, nao ha motivo para modificar o o método da série de Taylor de ordem 1,

Xﬁl - Xn + hf(tm Xn>’
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que corresponde ao método de Euler explicito, pois este método nao envolve derivadas da funcao f.
Assim, a escolha mais natural para (6.1) é dada por

Xn+1 = Xz:}_l = Xn + hf(tna Xn)>

I+ 0=XI + O(hM). Iso faz com que o método de Euler explicito seja
também um caso particular da classe de métodos RK1. Outra possibilidade de escolha para (6.1) é

para o qual X, ,; = X!

Xn+1 = Xn + hf<tn+1> Xn+1) = Xgil + h’[f(tn+17 Xn+1) - f(tnv Xn)] (6‘11)
Segue que, se « =1 e = f(tpi1, Xni1) (ouseja, t =t,11 e x = X,,11) em (6.9), entdo

of — o Of — -
Fltwen: Xust) = s o) 0 (G100 + 520X trsn X))

com (£, X) = (t,+ M, X+ M0 f (tngt, Xng1)) = Mtn, X0) +(1=X) (tp11, Xpp1) paraalgum 0 < A < 1.
Se f € O, entao segue do Teorema de Weierstrass que

f(t,x)| <M
IS0 talque { |L(La)| <M V() € [t bosa] X [Xns Xnsi),
%(t,m)’ <M

logo segue de (6.11) que X411 — X = h[f(tny1, Xng1) — f(tn, X»)] satisfaz

(s Xon) = (X))l < 12 F1E %) + OLE ) b, Xo)| < 120 4+ 212,

ou seja, Xn41 = X1 + O(h?). O método (6.11) é denominado método de Euler implicito.
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Aula 7: Métodos de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2)

Vamos deduzir um dos métodos RK2 a partir do método da série de Taylor de segunda ordem
T2 h?
Xoi1 = Xn +hf(tn, Xn) + ?f/(t”’ Xn). (7.1)

Vamos substituir f(¢,, X,) por uma expressao que envolve derivadas parciais da fungao f. Por
exemplo, se f(t,z) = g(t) + 2%, entao

%(i,x} = g'(t), %(t, x) = 2. (7.2)
Por outro lado,
fit,x(t) = (g(t) + 2°(1)) = g'(t) + 22(t)a'(t) = ¢'(t) + 22() f (£, 2(1)). (7.3)
Comparando (7.2) e (7.3), temos que
(1 0(0)) = Pt 0(0)) + 0L 1, 2(0)) 70, (1), (7.4)

Esta expressao vale para quaisquer funcoes diferencidveis f e x, e corresponde a regra da cadeia
aplicada a fungao composta ¢(t) = f(t,z(t)). Portanto, podemos re-escrever (7.1) na forma
h? {8 f of

T2 _ 9 g5
Xoii=Xn+hf(t,, X,) + 5 | o (tn, Xn) + g (tn, Xy) f(tn,Xn)} . (7.5)

Falta eliminar as derivadas parciais 0f/0t e 0f/0x. Para isto, vamos utilizar (6.10), e para
evidenciar a semelhanca entre (7.5) e (6.10), vamos escrever (7.5) na forma
of of

h h h
T2 _ o w w I ~J
Xoh = X+ 2f(ltn,Xn) + 2f(tn,Xn) + 5 {h 5t (tn, X») + hax (tn, X5) f(tn,Xn)}

of of

~ x4 gmn, X))+ g {f(tn, X)) +h (E““’X“) + %(tn,Xn)f(tn,Xn))} (7.6)

A expressao (7.6) motiva escolher a =1 (logo t = t,, + h =t,11) e = f(tn, X,) em (6.10):

0 0
Pt Xt Bt X)) = (b o)+ S0 s Xt 5 (b, Xt Xo) &
W2 (f o Of 0F

sendo que ('Ea X) = (tn+)‘h’ Xn+/\hf(tn+17 Xn-i—l)) = (tm Xn)+>‘h(17 f(tna Xn)) para algum 0< A <1
Assim, a aproximacao

h h
Xn+1 - Xn + Ef(tm Xn) + §f(tn+la Xn + hf(tnv Xn)) (7'8)

satisfaz X1 = X2, + g(h) com

o) = (e X0 10, 2X00) = 00 20) = G000 X0 = 00, ) 00,
hS 5’2f azf azf

- L (G e @00 X + S0, ).
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Se f € C?, entao segue do Teorema de Weierstrass que

(|f(t )| <M
Zht )| <M
M >0 tal que 5 Y (t,x) € B,
gtag(t,g;)\ <M
| |G )| < m

sendo B o conjunto fechado
B={(t,x) € R*| (t,7) = (tn, Xp) + M(1, f(tn, X0)), 0< A< 1}

Assim,

M(M +1)?
4

ou seja, g(h) = O(h*). Portanto o método definido por (7.8) satisfaz X, = X2, + O(h*™), ou

seja, ¢ um método da classe RK2. Analogamente ao método da série de Taylor, este método pode

ser escrito na forma

h3
lg(h)| < Z(M+2M2+M3) = h?,

Fiy =hf(tn, X,)
F2 = hf(tn—i-laXn + Fl) (79)
Xnp1 = X, + %F1 + %FQ-

Este método é conhecido como método de Heun.
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Aula 8: Método de Euler modificado

Vimos que o método da série de Taylor de segunda ordem pode ser escrito na forma (7.5), e para
deduzir o método de Heun, dividimos a segunda parcela do lado direito de (7.5) em duas parcelas
iguais, e adicionamos uma delas a terceira parcela. Agora vamos adicionar (sem dividir em duas) a
segunda parcela na terceira parcela, e vamos colocar o fator h/2 para dentro dela:

ho ho
XEL = X |, X0) 4 s o) 5 5, ) 0, ) 1)
— X, th {f(tn,Xn) +h (g{(tn,X 2+ L1, x, >Mﬂ |
Comparando esta expressao com (6.10), convém escolher o = 1/2 e = f(t,, X,))/2:
h h B 9 x L 8f (tn,X )
W (Pf oo 1 Of oo f(te, Xn) 32]"17 ¢ f(th)
) (W(t,X)Z +28t8:r;(t’X) 1 + o3 (t,X)—————— 1 ) , (8.2

sendo (¢, X) = (t, + A\ /2, X, + Af (tna1, Xns1)/2), com 0 < A < 1. Segue de (8.1) e (8.2) que
h h
X, = Xt h <tn+5,xn+§f<tn,xn>) ~glh).
_ 32f o f -5 ’f o % 2

Se f € C?, podemos seguir o mesmo procedimento da segdo anterior para verificar que g(h) =
O(h?). Assim, o método definido pela equagao

h h
satisfaz X,,11 = X2, + O(h?), ou seja, 6 um método da classe RK2. Este método é conhecido como
método de Euler modificado. Este método foi proposto por Runge em 1895 [4].

Outros métodos da classe RK2 podem ser obtidos considerando um passo fracionério t = “t,,,,” =
tn +ah (0 < a < 1), 0 que corresponde a escolher 8 = af(t,, X,) na expansao (6.10):

of of = (tn, X0n) f (L0, Xn)> (8.4)

Ftn + ah, X + ahf(tn, X)) = f(tn, Xa) + ah < 5 o

(tn, Xn) +

ot? otox
com (£, X) = (t, + Aah, X,, + Maf(tni1, Xny1)), com 0 < X < 1. Esta nova combinacao de termos

na férmula de Taylor sugere reescrever a equagao (8.1) da seguinte forma:
hof hof
2 ot 20z
af of
ot Ox

(R 2l e 0r. X + ShE D0,

X2 = X,+h {f@n,xn) O 1 x)+ 10 x, >f<tn,xn>]

= X, —I—h [Qf(tn,X )+ = (tn, Xn)h +

or
ot

(thn)hf(thn)} (8.5)

of
(b, Xa)ah (b, X, )}

of of
ot O

= Xn+2i {2af(tn,Xn)+ (tn, Xp)ah + ==
a

- X+ {(m 1) f (b X) + F (b Xa) +

N
2x

(tny X )ath + S (b, Xo)ahf (tn, X )]

af af

! [f(tn,Xn) +ah (815 (ts X0) + 5 (tn,xn)f@n,xn)ﬂ .
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Segue de (8.5) e (8.4) que

h h
X2 = X, + (h — 2—) ftn, X)) + %f (t, + ah, X, + ahf(t,, X)) — g(h),

(6]
_ak? _ o 0*f . 0% f
o) = (G0 25 600 X + S L) (0 X))

Analogamente ao método de Euler modificado, o método
1 1
Xp1 =X, +h <1 — 2—) ftn, Xp) + h2—f (tn + ah, X;, + ah f(t,, X))
o a

satisfaz X1 = X2, + O(h?), ou seja, também ¢ um método da classe RK2. Ele é usualmente
escrito por meio dos pardmetros auxiliares § = a, wy = 1/20 e wy = 1 — wy:

F1 = hf(tn,Xn) w1 + wo = 1
Xni1 = Xo +wi F1 + wo By, a:BZQ_m'

As equagoes (8.6) constituem a forma geral dos métodos de Runge-Kutta de segunda ordem. Note
que w; =0 e w; = 1/2 correspondem aos métodos de Euler modificado e de Heun, respectivamente.
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Aula 9: Método de Runge-Kutta de quarta ordem

A dedugao de métodos de Runge-Kutta RKm a partir dos métodos da série de Taylor de ordem m
torna-se complexa quando m > 3. Para estas classes de métodos, convém mostrar diretamente (sem
recorrer a Xﬂ_’i, apesar de recorrer a expansao de Taylor da solugdo exata) que o erro local tem
ordem O(h™1). Butcher [2] provou que se o método

( F1 = hf(tn, Xn)
hf(t + coh, X, + ag F)
hf(ty + csh, Xy + az1 Fy + azp F) (9.1)
= hf(tn + cah, Xy 4 a31 Fy + asnFy + aq3F3)
( X1 = Xy +b01F1 + boFs + b3F3 + by Fy

tem um erro local de ordem O(h*!), entdo os coeficientes C4, . . ., by satisfazem as seguintes equagoes:
1
by +by+b3+by = 1 bsasyCy + by(asacy + agscs) s
Co = Q21
_ 1 _ 1
bacy +bzcy +bscy = 5 bscsazacy + bycy(asco + agscs) = 3 n
€3 = @31 T a32
2 2 2 1 2 2 2 1
bacy + bacy + bacy 3 bsazacy + by(aaacy + aszcs) 3
3 3 3 | 1 C4 = Q41+ Qg2 + 43
bycs + bscy +bscy = 5 byaszaszsco =

Uma das solugoes deste sistema é

C2:1/2 03:1/2 6421

o1 — 1/2
(131:0 CL32:1/2
ag =0 agzp =0 ag3 =1

by=1/6 by=2/6 by=2/6 by=1/6,

que resulta no método de Runge-Kutta classico de quarta ordem (RK4), proposto por Kutta em
1901 [4]:
( Fl - hf(tann)
=hf(t,+h/2, X, + F1/2)
= hf(t,+h/2, X, + F2/2) (9.2)
=hf(t,+ h, X, + F3)

{ Xot1 =X, + (F1 +2F, + 2F3 4+ F,) /6,

Exemplo 9.1 : Use um passo do método RK4 para aproximar x(0.02), sendo z(t) a solu¢ao do

PVI
{ 2'(t) =1+ x(t)?
z(0) = 0.

Temos Xg=0,t=0,T7=0.02e h= (T —ty)/1 = 0.02. Assim,

Fi = hf(t,, X,) = (0.02)(1+ 0% = 0.02

Fy = hf(t,+h/2, X, + F/2) =0.02(1 + (0.02/2)?) = 0.020002

By = hf(ty+h/2, X, + F>/2) = 0.02(1 + (0.020002/2)*) = 0.02000200040002

Fy = hf(t, +h, X, + F3) = 0.02(1 + 0.02000200040002?) = 0.02000800160040004716

Xpni1 = Xy +h(Fy+2F, 4+ 2F; + Fy)/6 = 0.02000266706674000972
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Note que tan(0.02) = 0.0200026670934024, ou seja, o método RK4 acertou 10 casas decimais.
Em geral, os métodos de Runge-Kutta explicitos com k termos sao escritos na forma

1—1
E:thm+wmn+§:%ﬂ> (1<i<k)
j=1

k (9.3)
Xo1 = Xn+ Y _biF;,
=1

com ¢; = 0. Os coeficientes acima sao organizados de acordo com a seguinte tabela (conhecida como
tabela de Butcher):

8]
C2 | A21
C3 | az1  as2

Ck | Qg1 Ar2 ... Qgk—1

by by ... b1 by

Por exemplo, a tabela de Butcher correspondente ao método RK4 é dada por

0
1/2 | 1/2
121 0 1/2

110 o0 1
1/6 2/6 2/6 1/6

Butcher [3] provou que o erro local de um método de Runge-Kutta explicito com k termos nao
necessariamente é da ordem O(hF*1):

k| 4 5 6 7 8 9+
ordem‘O(h‘lH) O<h4+1) O(h5+1> O(h6+1) O<h6+1) O(hk—l)
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Aula 10: Métodos de Runge-Kutta adaptativos

Nesta aula vamos considerar métodos de passo simples em que o comprimento de passo h é variavel,
ou seja, tp+1 = t, + h,. Nestes métodos devemos estabelecer um critério para a escolha de cada h,,.

Um exemplo de situacao em que vale a pena usar comprimento de passo variavel é quando a
derivada da solugao é elevada num ponto t* € [to, T (Fig. 6).

Figura 6: Comparagao da fun¢ao z(t) = tanh(20(z — 2)) com a aproximacao X, (supondo que
X, = z(t,)) para uma particao uniforme (esquerda) e uma particdo nao-uniforme concentrada em
torno de t* = 2 (direita). As partigdes sao exibidas abaixo dos graficos. Note que a parti¢ao nao-
uniforme usa menos pontos onde a funcao varia lentamente e mais pontos onde ela varia rapidamente.

Quando nao conhecemos de antemao a localizacao do(s) ponto(s) t*, uma alternativa é selecionar,
na passagem de X, para X, .1, o valor de h,, tal que

lent1| = [2(tns1) — Xnga| = |2(tn + hn) — Xnpa| <6,

sendo 0 uma tolerancia maxima escolhida para o erro de aproximacao. Os métodos de passo sim-
ples adaptativos calculam iterativamente o valor de h,, partindo de uma estimativa inicial hy e
ajustando-o até que a tolerancia méaxima seja atingida. Dada a seguinte generalizacao do método de
passo simples (1.2),

{ Xn+1 = (I)<Xn+1aXn>tn+1>tn)> n Z O (101)

XO = o,

uma versao adaptativa deste método é dada pelo seguinte algoritmo:
1: Dados de entrada: tg, zg, T, 9, hg.

2: Xg X,

3: n <+ 0;

4: while t,, < T do

O: h < hg;

6: X O(X, X, t, +h,ty);
7: é<—x(tn+h)—)~(;

8:  while |é| > d do

9: h + h/2;

10: X — O(X, Xt + ht);
11: & x(t, +h) — X;

12:  end while

130 Xpa1 < X;

14: tpaq <ty + hy

15: n+<n+1;
16: end while
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O defeito deste algoritmo é que ele depende da solugao exata (ver linhas 7 e 11). Para contornar
este problema, devemos substituir o erro exato € por uma aproximacao do erro € que nao dependa
de z(t, + h). No jargdo de métodos adaptativos, a fungao ou algoritmo que fornece & é denomi-
nado estimador do erro, enquanto a técnica de obtencao de estimadores é denominada analise a
posteriori.

Seja (10.1) um método de Runge-Kutta de ordem m — 1. Uma forma de definir um estimador de
erro é aproximar z(t, + h) por um método melhor que o método (10.1). Em particular, podemos
considerar

E=Y - X, Y = ®(X, Xp, bty + h, ty), (10.2)
sendo

{ Xn+1 = i)(Xn—i-h Xn,tn+1,tn)7 n Z O (103)

Xo = o,

algum método de Runge-Kutta de ordem m. O estimador (10.2) resolve o problema da dependéncia
da solucao exata, mas cria outro problema: aumentamos o custo computacional ao calcular a solugao
aproximada duas vezes.

Para amenizar este custo, escolhemos para (10.1) e (10.3) dois métodos de Runge-Kutta que
possuam calculos intermediarios compartilhados. Mais precisamente,

XnJrl = (I)(XnJrla Xna thrla tn) = Xn + Z sza
=1

i—1
XnJrl = (I)(XnJrla Xna thrla tn) = Xn + Z BzEa =1
=1

Os coeficientes sao escolhidos de modo que os dois métodos sejam idénticos a menos dos coefici-

entes b; e by, e que € = O(h™) no primeiro método, enquanto €/ = O(h"™+!) no segundo método.

Este par de métodos é usualmente representado pela seguinte tabela de Butcher:

(&1
Co | G271
C3 | az1  as2

Ck | Qg1 Ar2 ...  Qgk—1
by b o g by
by by ... bp_1 by

em que k > m (geralmente & > m). Note que o erro estimado é dado por

€= zm:(gz — bi)Fi,
=1

e que uma vez encontrado h, tal que |€] < 4, podemos escolher X, = Y em vez de Xpi1 = X,
dado que Y é uma aproximacao resultante de um método de ordem mais alta.

OBS: Kincaid e Cheney [10] indicam outra forma de atualizar o tamanho de passo h (linhas 5 e

9 do algoritmo):
h=09h( = .
5
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O método de Runge-Kutta adaptativo classico é o método de Runge-Kutta-Fehlberg [7], que
utiliza m = 4 e é definido pela seguinte tabela:

0
1/4 1/4
3/8 3/32 9/32
12/13 | 1932/2197 -7200/2197 7296/2197
1 439/216 -8 3680/513 845/4104
1/2 -8/27 2 -3544/2565  1859/4104  -11/40
16/135 0 6656,/12825 28561/56430 -9/50 2/55
25/216 0 1408/2565  2197/4104 -1/5 0
Outros métodos populares sao o método de Dormand-Prince [6]
0
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40
4/5 44/45 -56/15 32/9
8/9 | 19372/6561 -25360/2187 64448/6561 -212/729
1 9017/3168 -355/33 46732/5247  49/176 -5103/18656
1 35/384 0 500/1113  125/192 -2187/6784 11/84
35/384 0 500/1113  125/192 -2187/6784 11/84 0
5179/57600 0 7571/16695 393/640 -92097/339200 187/2100 1/40

e o método de Bogacki-Shampine [1]:

0
1/2 | 1/2
3/4] 0 3/4
1| 2/9 1/3 4/9
2/9 1/3 4/9 0
7/24 1/4 1/3 1/8

Os dois tltimos métodos estao disponiveis no matlab/octave por meio das fungoes ode45 ode23,
respectivamente. Note que, nestes métodos, X = X, + F,_1, de modo que Fj, = h f(tn + cih, X ) e

Y X +b1F1 bka

Portanto, a solucao X é um passo intermedidrio do célculo da solugao

Y. Métodos com esta propriedade sdo denominados métodos de Runge-Kutta encaixados (embedded

Runge-Kutta methods) [13]
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Aula 11: Métodos de passos multiplos

Os métodos de passos multiplos com k passos sao dados por

aoXn1+a1 Xn+a2Xn 1+ . A0 Xn——1) = b [bof (bns1s Xn1) + 01 f (bny Xn) + -+ -+ b f (bnee-1)5 Xoeo-1)) |
Daqui em diante vamos empregar a notacao fr = f(tx, Xx), de modo que

a0 Xnt1 + a1 Xn + @ X1+ .o aXp_mry = b [bofus1 +b1fn Fbafut oo+ b fae o))
a0 Xnt1 + a1 X1+ X+ o+ @ Xnpiok = hlbofoy1 +01forio1 F02fori—o+ o+ befrri—k]

ou seja,
k k
ZannJrl,j = hzbjfn+lfj' (111)
§=0 j=0

O método de passos miiltiplos (11.1) é dito explicito se by = 0 e implicito caso contrario. Se
k > 2, precisamos calcular previamente as aproximagoes Xj_1, Xi_o, ..., X1, pois estes valores nao
podem ser obtidos pela equagao (11.1). No caso k = 2 por exemplo, se tentdssemos calcular X;
tomando n = 0 em (11.1), terfamos

ao X1+ a1 Xo + ae X1 = h[bofi + b fo + baf1],

ou seja, X dependeria de X_1, que € indefinido. Esta dificuldade, entretanto, pode ser superada no
momento da implementagao computacional, conforme serd discutido posteriormente (Aula 12).

11.1 Formula de Adams-Bashforth

Considere a versao explicita do método (11.1) (by = 0) com a9 = 1, a; = —1 e a; = 0 para todo
j = 2, ou seja,

k
Xn+1_Xn = hzbjfn+1—j
=1

k
Xns1 = Xa+hY bifario (11.2)
j=1
Note que as tnicas incégnitas em (11.2) sdo os valores by, ..., bg. A férmula de Adams-Bashforth
com k passos corresponde a equagao (11.2) em que os k coeficientes by, . . ., by, sdo escolhidos de modo

que, se x é a solucao do PVI

{ i( (tto)) - p(t) (ou seja, o(t) = o + / t p(t) dt) , (11.3)

to

(11.4)

entao
X, =x(t,), n>k. (11.5)

Veremos mais adiante que a condi¢ao (11.5) para toda solucao x(t) de (11.3) garantird um erro
de truncamento local de ordem O(h*1).
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11.1.1 Férmula de Adams-Bashforth de um passo (k =1)

Se p € Pi_1 = Py, entao p é uma funcao constante da forma p(t) = c¢. Se x(t) é a solu¢ao do PVI
(11.3), ent@o z(t) = xg + c(t — ty). Além disso, para que X,, = z(t,) paran < k — 1 = 0, basta que
Xo = z(ty) = xy. Vamos obter os coeficientes do método (11.2) com k =1 e Xy = zy, ou seja,

Xn+1 = Xn + hblfn7 n Z 0
Xo = o,

tais que X,, = z(t,) para todo n > 1. Note que, como f(t,z(t)) = p(t) = ¢, Xpns1 = X, + hbic. Esta
expressao nos permite obter uma férmula para X,, em termos de Xg:

Xn = Xn—l + hblc = (Xn_g + hblc) + hblc = Xn_g + 2hb10 =...=Xp_pn+ nhblc.

Como Xy = xg, segue que
X, = xo + nhbyc (11.6)

Por outro lado, como x(t) = zo + ¢(t — ty), temos que
x(t,) = xo + c(t, —to) = 2o + c(nh). (11.7)

Segue de (11.6) e (11.7) que devemos ter by = 1. Portanto a formula de Adams-Bashforth de um
passo (AB1) é dada por

Xn+1 - Xn + hfn - Xn + hf(tn7Xn)a n = 0
Xo = o,

ou seja, ela coincide com o método de Euler explicito.

11.1.2 Férmula de Adams-Bashforth de dois passos (k = 2)

Se p € Py_1 = P4, entao existem cg, ¢; > 0 tais que p(t) = ¢o + ¢1t. Teremos a seguir manipulagoes

algébricas extremamente trabalhosas, de modo que serd importante expressar p(t) de outra maneira.
Se x(t) é a solugao do PVI (11.3), entao

2 t%

2

t
x(t):x0+/(co+01t) dt = xog+ co(t —to) + 1

to

Assim, para que X,, = z(t,) paran < k — 1 =1, devemos ter

X() = C(](to):xo

11.
X1 = .’L’(tl):J,‘O_FC()h—FCl(t%—t%)/2:$0+Coh—|—61(h2+2ht0)/2 ( 8)

Assim, devemos obter os coeficientes by e by em

Xoy1 =Xy +hlbifn +bofna], n>1
XQ = X9
X1 = w0+ coh + c1(h® + 2hty) /2

Como f(t,x(t)) = p(t) = co + c1t, temos que, para n > 1,

Xoy1 = X+ hbi(co + ertn) + baco + citn1)]
Xy + hlco(b1 + ba) + c1(bitn + oty 1))
[cof
[cof

X,, + hlco(by + bz) + Cl(bltn + bot,, — bgh)]
= X, + hlco(by + b2) — herbg + ¢1(by + bo)t,] = X, + hB1 + hfaty,
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com [1 = co(by + bg) — heyby € Bo = ¢1(by + by). Deste modo,

Xn - Xn—l + hﬂl + hﬁQtn—l
= (Xp—2+ hf1+ hBatn—a) + hB1 + hfat,—1 = Xp—o + 2051 + hfa(tn—1 + th—2)
= ...= an(n—l) + (71 - 1)hﬂl + hﬁg(tn_l +lpo+ ...+ tn,(n,l))

n—1

= X1+ (n—1)hp + hﬁZth
=1

n—1

= Xi+ (n—1)hB + hps Z(jh + to)

J=1

n—1 n—1
= X1+ (tnr —to)Br+ B2 Y j+hB2 Y to
j=1 =1

= Xi+ (tho1 —t)f + h252n(n—_1) + (n — 1)hfaty

2
h
= Xi+ (tp-1 —to)B1 + Bah(n —1) (715 + to)
nh + 2t
= Xi+ (th—1 —t0)B1 + Ba(tn—1 — 2fo)TO

= X1+ (tho1 — o)1 + 52 (tnos = t(;)(tn i to)-

Tendo em vista que
2 _ 42

tz —t
l’(tn) :£E0+Co(tn—t0)+01 n 5 0,

vamos escrever a expressao obtida para X, em termos de t,, — tg:

(tn —h— tO)(tn + t())
2

(t, — to)(tn + to)

2
2 —t2
n2 O—hﬁg

t2—t2
== Xl‘*’(tn—tg)ﬁl—hﬁl“‘ﬁQn o

2
= X1+(51—h752> (tn_t0)+52

= X1+<51_h762> (tn — to) + B2

Xn = X1 —+ (tn - h/ — t0>ﬁ1 + 52

tn +to
2

-t
£, — to--2t,
2
~ W — oty
th = 15
2

2 — 2

= X1+ (tn —to) 1 — hB1 + Ba

= X1+ (tn — to) 1 — hP1 + Ba

— Bih — hfaty

— h(B1 + Pato)

Além disso, segue de (11.8) que

h2 + tho hﬁZ

X, = -’E0+Coh+clT+ (51—7) (tn — to) + 2

h 2 —t2
= xo+(ﬁl—%> (tn — to) + B2 n2 O_h(ﬁl+52t0_co_cl

h 2 —t2 h
= 330‘*‘(51—%) (tn — to) + B n2 O—h(ﬁl—i‘ﬁzto—co—cl——clto)

ty =15
2

— h(B1 + Bato)

h + 2t
2

2

2 9
= xo+ (61_%&> (tn—to)+ﬂ2t"2 r —h(@—%—co) — hto(B2 — 1)
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Portanto, para que X,, = z(t,), basta que
h3

51—7200, B2 = c1.

Note que esta escolha faz com a ultima parcela de X, acima se anule automaticamente. Agora
vamos substituir as expressoes de (5, e 83 de modo a obter condigoes para by e by. Como (s = ¢y,

Cl(b1+b2)201 = by +by=1.

Da primeira condicao, temos que

h
51—% = (

h
Co(bl + b2) - h01b2 - % = Cp
h
Co — hCle — ﬂ = (O
2
h
—hCle — i =0

2
hCl 1
he)by = ——— by = ——.
(hey)by 9 = b2 5
Como by + by = 1, temos que b; = 3/2, e portanto a férmula de Adams-Bashforth de dois passos
(AB2) é dada por

X() = 29
Nao inserimos em (11.9) a férmula para X; dada por (11.8) porque esta somente vale para
f(t,z(t)) = co + c1t. A escolha de X, serd discutida posteriormente.
11.1.3 Foérmula de Adams-Bashforth de dois passos: dedugao alternativa

Visando simplificar os célculos realizados anteriormente, vamos reescrever p(t) na forma

N _t—t
p(t) =0 +&— 2 (11.10)
Neste caso, z(t) passa a ser escrito na forma
. _(t—tp)?
x(t) = 29 -+ Cg(t — to) -+ Clg,
2h
e em particular,
3 _(th —t9)? R _n?h
l‘(tn) :xo—i—Co(tn—to)—FCl% = $0—|—Conh—|—617 (11.11)
h

A férmula para X, se torna

t, — 1 5 oty — t
Xnp1 = Xn+h|:b1 (50+51 N 0)+bz (Co+01%)]

—1
— X, +h {bl (60 +61”—:) 4 by (Eo +51W)]

= X, +h[biCo+ bicin + baCy + baéy(n — 1)]
- Xn + h [bléo + bgé() + 516171 + bz&ln — bz&l]
= Xn + h [50(1)1 + bQ) — Ele + él(bl + bg)n] = Xn + hﬂl + hﬁgn,
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com (31 = Co(b1+bg)—C1by € By = ¢1(b1+b2). Repetindo o procedimento da se¢ao anterior, encontramos

Xn—l + hﬁl + hﬂg(n — 1)

n—1

=Xi (= DB+ RG]
j=1
X1 + (n — 1)h61 + hﬁgw
2
X1+ Binh — Bih + 52%h - Bz%h
2
Xt (5= 2 ) uhot 5 =

Segue de (11.12) que

[Xn—a + hB1 + hfa(n —2)] + hB1 + hBa(n — 1) = Xy o + 2hB1 + hBa[(n — 1) + (n — 2)]

h 2h
X, = $0+50h+51§+ (ﬁl — %) nh—f—ﬁz% —ﬁlh
n2h _ ¢
= Zo+ 51—@ nh+ By—+h(&+— —Bi).
2 2 2
Para que X,, = z(t,), basta que
51—%2507 B2 = cy.
Analogamente a deducao anterior, 5o = ¢; implica que by + by = 1. Logo 81 = ¢y — ¢1be, € além
disso,
b2 = &
- B -
CO—Clbg—?Q = (
. ¢
—Clbg — 51 = 0,
ou seja, by = —1/2 (e de by + by = 1, by = 3/2), conforme deduzido anteriormente.

11.1.4 Segunda deducao alternativa

Vamos simplificar mais ainda os calculos acima. Considere n > 0 fixo, porém arbitrario, e considere

a seguinte representacao do polindémio p:

p(t) =co+

t—t,
.

(11.13)

Vamos escrever x(t,.1) em termos de z(t,) por meio do Teorema Fundamental do Célculo:

t—t,

tn+1
(tny1) = x(t,) + / (Co +c
tn

Portanto, a sequéncia Y,, = z(t,,) satisfaz

Yn+1 Yn +
Yo = x(to)
i = x(t)

>cﬁ=x@)+%h+q

h* —0
2h

h
x@0+%h+q§

(11.14)



Queremos provar que X; = Y; para todo 0 <i < n+ 1. Temos de (11.13) que

Xot1 = Xy +hibip(ts) + bap(tn-1)]

th —tn th-1 —tn
= Xn+h|:bl (Co+01 A )+b2 (Co+CllT>:|

h
= X,+h {blco-i-bz (Co —Clﬁ)}
= X,+h [Co(bl + b2) - Cle] )

logo segue que
Xos1 = Xy +hie(by +b2) + er(=ba)],
X1 = x(tl)

Para que as equagoes de diferengas (11.15) e (11.14) tenham a mesma solugao, basta que os
coeficientes das equacgoes de Y, 11 e X, 41 sejam iguais para quaisquer cq e ¢y, isto é,

by +bs = 1
—by = 1/2,
do qual obtemos novamente by = —1/2 e by = 3/2.
Em geral, para deduzir a férmula de Adams-Bashforth de k passos, convém escrever p(t) na forma

t—t, t—t,)?
p(t) =co+ +cz< )

(t —t,)"!
h h? '

hkfl

+ ... F (11.16)
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Aula 12: Formula de Adams-Moulton

A férmula de Adams-Moulton corresponde a versao implicita do método (11.1), ou seja, temos
by # 0. Além disso, ap =1, a; = —1 e a; = 0 para todo j > 2, ou seja,

k—1
Xop1 =X = DY bifasio
j=0

k—1
Xoyt = Xo+ 0> bifario, (12.1)
§=0
em que os k coeficientes by, ..., by_1 s@o escolhidos de modo que, se x é a solugao do PVI (11.3)
com p € Pr_q, e
Xo = o
X, = x(ty) 1<n<k-2 (12.2)
entao
X, =xz(t,), n>k. (12.3)

Note que a contagem dos passos inicia em j = 0 e termina em j = k — 1, totalizando %k passos.
Além disso, ao contrério da férmula de Adams-Bashforth, a expressao (12.1) nao depende de X, 11,
logo ela permite calcular X,, paran+1 —k > 0, ou seja, n > k — 1. Portanto devemos fornecer
externamente Xo, ..., X;_o, 0 justifica a restricao (12.2) ser ligeiramente diferente de (11.4)

12.1 Foérmula de Adams-Moulton de um passo (k= 1)

Vimos que, se p € P;_1 = Py, ou seja, p(t) = ¢, entdo a solugao do PVI (11.3) é z(t) = x¢ + c(t — to)
ou, usando o Teorema Fundamental do Célculo, z(¢,11) = x(t,) + ch. Assim, a sequéncia Y;, = z(t,)
satisfaz

Y., = Y, + he
{ ;(1) o (12.4)
Por outro lado, como f,+1 = p(tn+1) = ¢, temos de (12.1) com k = 1 que
Xn+1 = X, + hb()fn+1 =X, + thO
{ XO = l‘(to) = 2o, <125)

logo para que X,, = z(t,) =Y, as equagoes de diferencas (12.4) e (12.5) devem ser iguais. Para isto,
basta que by = 0. Portanto a férmula de Adams-Moulton de um passo (AM1) é dada por

Xn+1 = Xn + hfnJrl = Xn + hf(thrla XnJrl)a n 2 0
(12.6)
XO = 29.
Este método também ¢é conhecido como método de Euler implicito.
12.2 Férmula de Adams-Moulton de dois passos (k = 2)
Vimos que, para f(t,x(t)) = p(t) na forma
t—1,
p(t) =ct+ h )
a solugao z(t,) do PVI (11.1) satisfaz x(t,11) = z(t,) + coh + c12 e a sequéncia Y, = z(t,) satisfaz
_ a
{ Yorr = Yot h(co - 2) (12.7)
Yo = x(t)
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Além disso,

Xn+1 - Xn +h [bop<tn+l) + blp(tn)]

tnt1 — tn tn —tn
- Xn+h|:b0 (CQ—FCl%)—i‘bl (Co+61 h ):|

= Xn -+ h [bO(CO + Cl> -+ blco] = Xn + h [Cg(bo + bl> -+ Clbo] s

ou seja, a solucao gerada pela férmula de Adams-Moulton de dois passos satisfaz a equacao de
diferencgas

{ Xn+1 = Xn + h [Co(bo -+ bl) + Clbo] s (12 8)

X() = ZL‘(to)

Para que as equagoes de diferengas (12.7) e (12.8) tenham a mesma solucao, basta que os coefi-
cientes das equagoes de Y, .1 e X1 sejam iguais para quaisquer cy e ¢, isto é,

by = 1/2, '

do qual obtemos by = b; = 1/2. Portanto a férmula de Adams-Moulton de dois passos (AM2) é dada
por

= >
{ Xn+1 Xn + h(fn—l—l + fn>/27 n = 0 (1210)
X() = Xop-
Este método também é conhecido como método trapezoidal.
12.3 Formula de Adams-Moulton: caso geral
Para deduzir a féormula de Adams-Multon de k passos, vamos escrever p € Pr_; na forma
t—t, t—1,)? t—t o (t—ty)
p(t) =co+c1 . +02( h2) +. +cn1( e —60+ZCZ X (12.11)

O termo ¢, foi deixado de fora da somatoria, pois caso contrario terfamos uma indeterminagao
do tipo 0° em p(t,). Pelo Teorema Fundamental do Céalculo,

tn+1 k-1 tn+1 (t _ tn)l k-1 h
z(tnt1) :x(tn)+/ p(t) dt:COh—{—ZCi/ Tdt:coh+zcii+1
tn i=0 ln i=1

Assim, a sequéncia Y,, = z(t,) é a solucao da equagao de diferencas

k—1
1
Yon = Y+h%+hz)”+1 (12.12)
Y = a(t)) (3—01<j</€ 2).

Vamos agora tratar da sequéncia X,,. Temos de (12.11) que

k—1 ’

t: —1t,)

fi= pt) =+ Y ozl
i=1

k—1

(jh —t h —to)]*
= oYU )
=1

= 00+Zc,j_?z —CO+ZCZ]—H
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Assim, segue de (12.1) que

k—1 k—1 k—1
Xnt1 = Xp+ hz bjfor1-j = Xn+ hzbj (Co + ZCz‘(” +1—-7— ”)Z)
=0 =0 -1
k—1 k—1
= Xo+h) b <c0+zci(1 —j)%) .
=0 i—1

Vamos inverter a ordem das somatorias acimas:
k-1 k-1
Xn—l—l X +hCoZb +hZCz< 1—j)lbj>
7=0

Lembrando da restrigao (12.2), temos que a sequéncia X, é a solucao de

k—1 k—1
Ko = X +hzcz (Z 1‘j>ibﬂ‘> (12.13)

7=0

X; = a(t)) (]:0,1§j§k—2).

Comparando (12.12) com (12.13), temos que by, . .., bx_1 devem satisfazer o sistema linear
k—1
b = 1, (12.14)
7=0
k—1 1
(1- - L 1<i<k-—1. 12.15
; 2 it oS (12.15)

Por exemplo, se k = 2, temos o sistema linear

1

D bi=bo+b = 1

§=0
! 1 1
A=)y =1=0b+(1-1)b = =5
7=0

que resulta no mesmo sistema linear que (12.9).
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Aula 13: Implementacao dos métodos de passos multiplos

Ha duas dificuldades na implementacao computacional dos métodos de passos multiplos:
1. Precisamos calcular previamente as aproximacoes Xy 1, Xx_ o, ..., Xi;

2. Nao é trivial lidar com o termo by fp, 11 = bof(tni1, Xni1), no caso de métodos implicitos.

Para lidar com a primeira dificuldade, calculamos Xj_1, Xx_o, ..., X7 com um método de passo
simples. Porém, como devemos garantir que X,, = z(t,) para 0 < n < k — 1 no caso em que
f(t,z(t)) = p(t) com p € Py_1, é necesséario que este método de passo simples tenha ordem k + 1.

Exemplo 13.1 : Aproxime X; na férmula de Adams-Bashforth de dois passos,
3 1
Xn+1 =X, + h |:§fn - §fn—1:| , n=>1

Podemos usar algum método de Runge-Kutta de segunda ordem, por exemplo o método de Euler
modificado, para calcular Xji:

h h h h
Xl = XO -+ hf <t0 + 5, X(] + §f<t0, XO)) = X9+ hf (to + 5,370 + §f(t0,.’170)) . (131)
Deste modo, temos
h h
X1 = mo+hf|to+ 5 %o+ Ef(to,xo)
3 1
Xy = Xi+h {Ef(tlaXl) - §f(t0,370)}
3 1
X3 = Xo+h |:§f<t2aX2) — Ef(t17X1)]

Note que, se f(t,z(t)) = co + c1(t — to)/h, de modo que z(t1) = xo + coh + ¢1h/2, entdo segue de
(13.1) que

h
Xi=mzo+h {Co+01 <t0+§—to) /h} =20 + hlco + c1/2] = x(t1),

portanto a condigao X, = x(t,) para 0 <n < k — 1 é assegurada.

_ Para lidar com a segunda dificuldade, aproximamos X, 1 em f,11 = f (tns1, Xnt1) pela solucao
X411 gerada por um método explicito com a mesma ordem.

Exemplo 13.2 : Escreva uma aproximagao na forma de um método explicito par a féormula de
Adams-Moulton de dois passos,

1 1
Xn+1 = Xn+h |:§fn+1 + §fn:| , n Z 1.

Uma possibilidade é aproximar X,,.; em f,.1 pela férmula de Adams-Bashforth de dois passos.
Obtemos assim,

Xn+1 = X,+h [%f(tna Xn) - % (tn—th—l)}

Xn+1 = Xn + h |:%f(tn+la)zn+l) + %f(tnaXn)}

O método resultante da estratégia acima de usar um método explicito para inicializar um método
implicito aproximado é denominado método preditor-corretor. O passo que aproxima (“prediz”)
X411 por Xn+1 ¢ chamado passo preditor, enquanto o passo que calcula (“corrige”) X, 11 é chamado
passo corretor.
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Aula 14: Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia
Sejam f, tg e z( tais que o PVI

J](to) = 29

{ @'(t) = f(t,a(t)) (14.1)

tenha solucao tnica no intervalo [ty, T]. Seja
to<ti <...tn=T
uma parti¢ado uniforme do intervalo [ty,T] com h = (T — to)/N, e seja

Xo = a9
um método de passo simples ou de passos multiplos.
Definicao 14.1 : O erro de truncamento local da aproximagao X, no instante t,.1 é definido por
Tn = x(ty) — X, (14.3)

sendo { X, } uma sequéncia tal que

X, = O([zlty), z(t1), ..., x(tn_1), z(ts)], h),
‘ ([z(to), z(t1) (tn-1), (ta)], h) (14.4)
XO = Xp-

Def: Dizemos que o método (14.2) é consistente se

Seja x(h,t) a funcao continua e linear por partes tal que z(h,t,) = X,, para todon =0,..., N.

Vamos adotar a seguinte definicao de covergeéncia:

Definigao 14.2 : Dizemos que a sequéncia finita {Xy, Xi,..., Xn} gerada pelo método (14.2)
converge para a solucao x(t) do PVI (14.1), ou seja, o método (14.2) é convergente, se

limz(h,t) =z(t) Vtelty,T].
h—0

Para relacionar os conceitos de consisténcia e estabilidade, suponha por simplicidade que a
equagao principal do método (14.2) possa ser escrita na forma

Xn+1 =X, + hF([X[)a s 7Xn+1]7 h) (145)
Segue que
tn) — x(tn—
o= () — 2t 1) — hF — ("”( ) F) ,
com F = F([z(ty),...,x(ty)], h). Assim o método é consistente se
alty) —w(ta) - ) = i
}llli)r(l) h - llzg% F7 ou scja, f(tTH I(tn>> = (t”> - lllg% F

Assim, segundo Dahlquist e Bjorck [5, Sec. 8.5.4], “consisténcia normalmente significa que a
equacao de diferencas [% — F] converge para a equagao diferencial [z’ = f], enquanto
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convergéncia significa que a solugao da equacao de diferencas converge para a solugao da equacao
diferencial.”

Vamos fazer um paralelo com os métodos iterativos para sistemas lineares Az = b. Seja el®) =
x — x® o erro da aproximacao £™® e seja r® = b — Ax® o seu residuo. Temos que

le®] = (A" A)(z — &) = | A7 (A — AxD)|| < [ATY|][b — Az|| = [|A7H| [l

Em particular, o residuo relativo ) /||b|| e o erro relativo e®) /||z|| satisfazem a desigualdade

le®@l _ TAZH ™ A - o] _ 4y el o] =™ 141 | Az [lr®]|
£/ I— ] (|l e il ECIE
edl ||b||
ou seja, |le®||/||lz| < cond(A)||r™®|/||b]|, sendo cond(A) = ||A||||A"|| o nimero de condicio da ma-

triz A. Como cond(A) > 1, a condigao de erro relativo pequeno é mais restritiva que a condi¢ao de
residuo relativo pequeno. Analogamente, a condicao de convergéncia é mais restritiva que a condicao
de consisténcia. Falta identificar o conceito correspondente ao de niimero de condicao.

OBS: A expressao (14.5) corresponde a equagao (11.1) apenas no caso particular em que ag+a; =0
eay=...=qa,=0.
14.1 Estabilidade
Vamos considerar o PVI o ©
x'(t) = A x(t
{ x(0) = xo, A <0, g #0, (14.6)
cuja solucao é z7(t) = xpeM. Temos que

|22 (t)] = |wo] [e¥| < |zl V> 0.

Assim, esperamos que a sequéncia de solugdes aproximadas {Xg, X7,...} para o PVI (14.6)
também satisfaca | X| < |zo| = | Xg| para todo n > 0.
Vejamos o que acontece com o método de Euler explicito:

X0 =X+ hf(ty, X)) = X} + hAX) = (1 +hA) X))

Assim,

XM= (1+hNX) | =1 +hN2X), = (1+hN"X) = (14 h\) "z,
logo | X = |1 + hA|"|zo|. Para que | X}| < |xg|, devemos ter |1 + hA| < 1, ou seja,

—2<hA<0.

Como A < 0, hA < 0 segue trivialmente. Portanto, basta impor que hA < —2, ou seja, h < 2/|A|.
Assim, para qualquer A < 0, sempre podemos escolher i de modo que |X| < |g].

Definicao 14.3 : A regido de estabilidade absoluta do método (14.2) é o conjunto
R= {z c€C | z=h\, com h tal que | X)| < |zo| Vn > 0}.

Definicao 14.4 : Dizemos que o método (14.2) é 0-estdvel (ou estdvel) se 0 € R.

39



Imx

Rex

Figura 7: Regiao de estabilidade absoluta do método de Euler explicito.

Teorema 14.1 : O método (14.2) é convergente se, e somente se, é consistente e estével (vide [10,
Teor. 1, Sec. 8.5]).

A regido de estabilidade absoluta do método de Euler explicito é R = {z € C | |1 + z| < 1}, ou
seja, o circulo aberto de raio 1 e centro em zy = —1 4 0i (Fig. 7). Como |1+ 0| =1 < 1, o método
de Euler explicito é 0-estavel.

Vamos verificar que método de Euler explicito também é consistente. Temos que o erro de
truncamento satisfaz

T = x(tn) — [m(tn_l) + hf(tn—la x(tn—l))]
= x(tn) — [#(ta-1) + ha'(tp-1)]

Por outro lado, o termo entre colchetes corresponde ao polinémio de Taylor de grau 1 de z(t) em
torno do ponto t,_1, logo

2(ta) = (tar) + 0 (f0) + 20"(E), ta SE<T
Assumindo que z(t) ¢ de classe C?, obtemos 7, = O(h?), logo 7,,/h = O(h) — 0.

Segue do Teor. 14.1 que o método de Euler explicito é convergente.
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Aula 15: Consisténcia dos métodos de passos miiltiplos

Associamos ao método de passos multiplos

k

k
Z%Xn+1—j = hzbjfnﬂ—j? ap # 0, (15.1)
=0

J=0
os seguintes polinomios:

p(z) = Zajxk’j e q(z) = ijxk’j. (15.2)

j=0 7=0

Vamos estudar a consisténcia do método (15.1). Segundo a notagao utilizada na Aula 14,

X, = ([ Xo, X1, ..., X0 b0, T, h) = [ ZaJXMJthbfn j],

e de (14.4),
| - :
K= o | = Do asaltnss) 4 h Y by o ns) |
j=1 7=0

Assim, o erro de truncamento local 7,, satisfaz

aoT, = aox(ty) — aoX
k
= aox(tn) + Z a;2(tn—3) = h Y b f(tnj, o(tnj))
j=1 J=0
k
= > la(tn;) — hbja' (tn;)],
=0
logo,
2 k
7| = o] ; a;x(tn_;) — hba' (t,_;) (15.3)

Pelo Teorema do Valor Médio, existe t,,_, < fl,j <t,—_; tal que
2 (th—j) = @' (tn—i) + h(k — j)z" (t15).
Além disso, a expansao de Taylor de segunda ordem de x(t,_;) em torno de t,_j, satisfaz

Hltas) = oltas) 2 (o )ty — ta ) + 2 () (g — a2
= Z(tp_k) + 2 (tni)[(n —F)h —to — (n — k)h + t,]

2" (£;)[(n — J)h —to — (n — k)h +t]* /2

= &(tn-i) + Wk = 52" (tn-r) + 02 (k — j)?2"(f2;)/2

+

Para algum ¢,y < ty; < t,_;. Por outro lado, assumindo que x € O?, existe My > 0 tal que

|$//(t)‘ S MQ Vite [tQ,T]
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Assim, segue de (15.3) que

= o Zaj i) 4 (k= )0 () = 2 ()]~ B2 (b + Ak — )27 ()
— |aio| (Z ak> x(tn_g) +h (Z aj(k—j) — bj> 2 (tn_y)
+ h2 Z |:aj (k? _2].)233//(2?2,]') . bj(k . j)x”(fl,j>:| ‘

Escolhendo os coeficientes a; e b; tais que as duas primeiras parcelas acima se anulem, ou seja,

k k k-1 k
D=0 > k=)= a;k—j)=D b
J=0 J=0 J=0 j=0
ou em termos dos polinomios p e ¢ definidos em (15.2),
p(1)=0,  p'(1)=q(1), (15.4)
encontramos a seguinte expressao para o erro de truncamento:
k .
2 k—3)% , - , _
17| = T Ry J( 5 ) 2" (ty;) — bi(k — j)a" (t15)
7=0
2h? , _
) Z s S a0+ 00— 1)
22 3N [ B9
< —M. |+ |b|(k—J
< {|a]| )]
2h2 & k2 )
WMQZ_; [Orga<xk|a]|— + Jnax |b |k} = Ch?,

com C' = My(k + 1) (maxo<;<k |a;|k* + 2 maxo<;<k |b;|k) /|ao|. Portanto, 7,, = O(h?) se (15.4) vale.
Em particular, 7,,/h — 0, ou seja, o método (15.1) é consistente.

15.1 Condicao alternativa de consisténcia

As férmulas de Adams-Bashforth e Adams-Moulton foram obtidas nas Aulas 11 e 12 impondo-se
X, = x(t,) no caso em que f(t,z(t)) € Pr_1. Vamos verificar que esta propriedade também garante
a consisténcia do método.

Assuma que z € C* e seja pi.(t) o polinomio de Taylor de grau k de z(t) em torno de t = t,,_.

Como ) (t,_1) = p,gj) (tn—k) para todo 0 < j < k, temos que 7(t) = z(t) — px(t) satisfaz
) (t,_p) = 0, 0<j<k.
Como z,py € C*1 e 2(t) = pr(t) + r(t), temos também que r € C**1. Segue de (15.3) que

k
2
7| = Taol Z;%’[Pk(tnj)ﬂw(tnj)] — hbj[p)(ta—j) + 7' (ta-j)]
j:
9 k
< Taol > aipi(ta-;) = hbp(tn-;) Tl > ajr(tj) = hbr' (t-j)] -
=0 =0
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Tratemos primeiro da segunda parcela. A expansao de Taylor de r(t,_;) em torno de t = ¢,
resulta em

D (tp_r) : (k1) ()
r n—k r 1
r(tng) =Y ——=(tnj = tak)’ + = (tnj — )

k —
k+1 r(kﬂ)(tl)

|

per A (k+1)!

RV
= W(Uf — j)h),
para algum ¢, < t; < t,_;. Por meio da expansdo de Taylor de 7/(¢,—;) em torno de t = ¢,
obtemos, analogamente, que para algum ¢, <ty < t,_;,

T(k+1)(52) T(k+1)({2)

) gty D = D

k k
M |b| M kR 2 M
. Nt NP |a,| k+1pk+1 , 195 kpktl < 1 k+1
Z;a]r(tn_J) hbjr' (tn-;) _Z;(Hl)!j T _((k+1>!0r2?§>§€{|aj|,|b]]} A,
Jj= Jj=
de modo que
k
2
7l = o > aipr(tn-g) = hbipi(tay)| + O(A*). (15.5)
Jj=0

Por outro lado, como p(t) é um polindémio de grau k, temos que pj () ¢ um polinémio de grau
k — 1, logo pi(t) é a solugao do PVI

a'(t) = p(t) .
€ Pr_1.
{ x(to) = pr(to), P=re
Portanto, se o método de passos multiplos
k k
Z a4 Xnt1—j = hz bjfnt1-j; ap # 0
=0 =0

satisfaz X,, = x(t,) no caso em que f(¢,x(t)) € Px_1, entdo no caso particular em que f(¢,z(t)) = p,
temos X,, = pi(t,), e assim,

k k k k
D aipi(tarig) = aiXni =0 biptagrs) =0 bph(tari)),
=0 =0 =0 =0

ou seja, a primeira parcela em (15.5) se anula, comprovando que 7,, = O(h**1).
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Aula 16: Convergéncia dos métodos de passos miiltiplos

Na aula anterior, obtivemos as condigoes de consisténcia do método (15.1). Busquemos agora as
condicoes de estabilidade, de modo a garantir a convergéncia.
Se f(t,x) = Az com A < 0, entdo segue de (15.1) que

k

Z n+1 -7 h)\Zb n+l-—j- (161)

J=0

Busquemos solugdes da equacao acima na forma X;' = r*, com r # 0:

Ea

k

Z a;r" 7 = hA Z br"

J=0 Jj=0

k—n—1

Multiplicando ambos os lados por r , obtemos

k k
Zajrk’j = h)\z b7 = p(r) = hAq(r),
=0 =0

ou seja, 7 é uma raiz do polinomio p,(x) = p(x) — zq(x), z = hA. Como p, tem grau < k, existem

r1,...,1 €C tais que p,(rx) = 0. Se estas raizes forem distintas, a solucdo geral de (16.1) serd
k
Xp=> aXxP, X9 =1 (16.2)
j=1
Para que | X < |X3| =|c1 + ... + co| para qualquer dado inicial X3 = zg, devemos ter |r;] <1

para todo j entre 1 e k. Vamos considerar o caso de raizes repetidas, por exemplo r, = r;_;. Neste
- k—1 k R

caso, as solugdes Xy V) = TR, € X = r; sao linearmente dependentes, logo uma delas deve ser

substituida em (16.2) por outra solugdo. Veremos a seguir que esta solugao é X,, = nrj:

k
D ajn+1 -Gt = h)\Zb (n+1—j)yrptt

7=0 7=0

k
aj(n+1—5r 7 = h)\ij(n—l—l—j)r’,:]

Jj=0 J=0

k k
Zn 1 —k+k—jfar? = hAZ(n+1—k:+k—j)bﬂ’,§*j

k
(n+1—-k Z k]—i—z Nari? = h|(n+1-k Zbr,ljj—l—z br’,j]]

k
18 [t | = k3 e
| j=0 =0 J j=0 J=0
- | N |
(n+1—/€) Zajr’g*]_h)\zbjr/;*] _ ( —] a]r’]zf —hAZ —]brk] 1>
Lj=0 j=0 - j=
(n+1—k)[p(rr) — hAq(ry)] = —r[p'(re) — hAG (ri)]
(n+1—=FKp.(re) = —rpl(re).

44



Como 7, é uma raiz dupla, temos p, () = p.(rx) = 0, logo a equagao acima ¢ satisfeita. Assim,
a solucao geral passa a ser

k1
X = Z Ry + cpnry. (16.3)
=1

Como |nry| — oo, devemos ter |r| < 1 para que |X;)| < |X3|. Em geral, devemos ter |r;] < 1
para qualquer raiz r; de multiplicidade maior que 1.

Portanto, a regiao de estabilidade absoluta do método (15.1) é

B B B |r] <1, raiz simples;
= {Z €Cp:(r) =plr) = 24(r) =0 = { |r| <1, raiz muiltipla. '

OBS: A solucao X,(lj ) correspondente uma raiz nula r; = 0 € a solugao trivial Xéj) = 0. Note que,
neste caso, |ch7(LJ)| <z para qualquer .

Se z =0, entao p,(x) = p(z). Portanto, para que 0 € R, devemos ter

B |r] <1, raiz simples;
p(r)=0= { |r| <1, raiz multipla. (16.4)
Segue de (15.4) e (16.4) que, para que o método (15.1) seja convergente, devemos ter
p(l) = 0
/ —

(r) = 0— |r| <1, raiz simples;
b B |r| <1, raiz multipla.

Exemplo 16.1 : Verifique que o método de Milne,

h
Xps1 — Xpo1 = g(fn+1 +4fn+ fao1),

¢ convergente.
O valor de k corresponde ao menor sub-indice presente na equagao (n — 1), ou seja,
n+l—k=n—1=k=2.
Os coeficientes ay e b, sao dados por
ag=1, a1 =0, ag =—1, by=1/3, by =4/3, by =1/3,
logo

p(z) = a®+arta; = 2°—1=(x—1)(z+1),

1
q(z) = bz’ +bx+b = g(x2+4x+1).

Note que p(1) =0, p'(1) = ¢(1) = 2 e que as duas raizes de p(x), r = £1, tém multiplicidade 1
(raizes simples) e satisfazem |z| < 1. Portanto, o método de Milne é convergente.
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Aula 17: Sistemas de EDOs

Vamos considerar sistemas de equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) na forma

xi(t) = fl(t7 $1(t>a $2(t)a e >$d(t)) xl(to) = T1p0
zo(t) = folt,m1(t), 2a(t), ..., wa(t)) com condicdes iniciais Ta(te) = X290
O = faltswa(6), a(0), .. walt)) valty) = a0

Podemos escrever este problema na forma vetorial:

{ xz(t) = f(t,z(t)) (17.1)

x(ty) = mo,
x1(t) fi(t, o (t), za(t), ..., zq(t)) T1p
2(t) = xQ:(t) et = folt, z1(t), xZ:(t)’ oo xg(t)) e x?,O
alt) falt 2 (8), (1) a(1) ra0

A dimensao d destes sistemas depende do problema estudado. Por exemplo,
e No movimento de uma particula, 1 < d < 3;

e Em dinamica populacional, d ~ 10° — 10*;

e Em reacoes quimicas, d ~ 10* — 10?;

Os métodos numéricos vistos anteriormente sao facilmente adaptados para sistemas de EDOs,
quando escritos na forma (17.1). Por exemplo, o método de Euler explicito assume a forma

Xl,n
Xn+1:Xn+hf(tnaXn)7 X’rl: ’
Xd,n

enquanto o método de FEuler modificado se torna

Fl = hf<tn>Xn)
Fy = hftn+(1/2)h, X+ (1/2)F1)
X, = X, +Fs.

Exemplo 17.1 : Use uma iteracdo do método de Euler modificado para aproximar «(0.1), sendo
x(t) a solugao do PVI
= 2x1(t) + x2(t)

)
; = x1(t) + 2xo(t) (17.2)
)

ou na forma matricial,
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Temos que h = 0.1 e f(t,x) = f(t, 1, 22) = [221 + 9, 71 + 275|T, logo
F, = hf(te, Xo) = (0.1)F(0,[1,1)]") =0.1[2 + 1,1 + 2]" = [0.3,0.3]"
Fy = hf(to+ (1/2)h, X0+ (1/2)F;) = (0.1)£(0.05, [1,1]" + (1/2)[0.3,0.3]")
= (0.1)£(0.05,[1.15,1.15]") = 0.1[2.3 4 1.15,2.3 4 1.15]7 = [0.345, 0.345]"
X, = Xo+Fy=[1,1)" +[0.345,0.345]" = [1.345,1.345]".

O PVI (17.2) é um exemplo de sistema linear de equagdes diferenciais ordindrias, utilizado por
exemplo na analise de circuitos elétricos. Podemos encontrar a solugao exata por técnicas semelhantes
aquelas utilizadas para uma tnica equacao.

De fato, substituindo z;(t) = C1e™ e x5(t) = Cae™ nas equagoes diferenciais, encontramos

rCle”t = 2016”4-026” 7”01 = 201+C2
7“026” = 01€Tt+2026rt TCQ == Cl+202,

que corresponde ao problema de autovalores

2 1 i | C B
21180 [S] wac-ro
cujas solugoes sao

o [a]-[a] e e B8]0

Assim, a solucao geral é

z(t) | I 1] 5 ael + fe’t | et et o
PR I M El ey S )

Escrevendo as condigoes iniciais na forma vetorial, encontramos

-[E0]-Ta 8] = [5)-[40] 1)

Portanto,
] = e s B=[0 s 21T
0] = sl era s i

Segue de (17.3) que x(0.1) = [e%3,€%3]T = [1.3498 ... ,1.3498...]7. Note que X foi uma boa
aproximagao para x(0.1).

Convém representar a solugao (17.3) na forma matricial por x(t) = etxy. Para justificar esta
notagao, observe que

o -1 . 11 . 1 0 T
A= QDQ ) Q - |i -1 1 ) D = 0 To - dlag(rla T2>7
com r; = 1 e r3 = 3. Segue que AX = QDXQ~!, DX = diag(rf,rLf). Assim,
i i i i DKQ—ltk i i Ktk QeDtQ—l
k: k! k! ’
k=0 k=0 k=0
sendo eP! = diag(e™?, em!) = diag(e?, e3t).
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Aula 18: Sistemas rigidos de equacoes

Dado o sistema de EDOs x(t) = f(t,z(t)), seja J(t) a fungado matricial definida por

o (1 w(t) Ai(tm(t) ... (1))
sy | Phba0) FEea®) . ) |
%(t,.a:(t)) g—g(t;m(m g—g(t,'m(t))

e sejam \;(t) € C (1 <i < d) os autovalores de J(t).

Definicao 18.1 : Dizemos que o sistema de EDOs x(t) = f(t,x(t)) é rigido (stiff) no intervalo
[to, T] se

2. max |[Re(\;(2))| >1 Vtelt,T].

1<i<d
Sed=1e fi = f, ou seja, se z(t) = f(t,z(t)) € IR, as condi¢bes acima se reduzem a
1 2ta(t) <0 Vtelt,T);
2. |2t a(t)|>1 Vtelt,T),

o que acontece, por exemplo, se f(t,xz(t)) = Az(t) com A <0 e [A| > 1.

Para resolver sistemas rigidos de equacoes, em geral precisamos de métodos A-estaveis.
Definicao 18.2 : Um método é A-estdvel se o conjunto
C ={zeC|Re(z) <0}
estd contido na regiao de estabilidade absoluta do método.
Exemplo 18.1 : Mostre que o método de Euler implicito é A-estével.
O método de Euler impicito para f(¢,xz) = Ax é dado por
Xoy1 = Xp +hf(tnsr, Xng1) = X + RAX 44,

1 1 n+1
Xpi1 = X,=..= Xo.
T ha (1—h/\) 0

Portanto, para que |X,| < |Xo|, devemos ter |1 — hA| > 1. Portanto, a regiao de estabilidade
absoluta do método de Euler impicito é

ou seja,

R={z€eC | |1—-2>1}.
Seja z = a + b € C”. Temos que a < 0, logo
1—2P=00-a)+b0=(1+]a])*+b > (1+]a])?*>1,

ou seja, z € R. Portanto, o método de Euler impicito é A-estavel.

OBS: Outro exemplo de método A-estével é o método trapezoidal.
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Aula 19: Problemas de Valores de Contorno
Daqui em diante estudaremos métodos numéricos para problemas de valores de contorno (PVC)

2'(t) = f(t, z(t), 2/ (1)), t €la,b]
apr(a) —a12'(a) = « (19.1)

Temos as seguintes condigoes de existéncia e unicidade [9, Teor. 1.2.2]:

Teorema 19.1 : Seja D o conjunto dado por
D={(tz,y) € | t€ a,b}.

Seja f : D — IR tal que f, %, g—]yc € CY(D). Se existe M > 0 tal que

0 0
a—i(t,x,y) >0, |f(t,$1,y)—f(t,$2,y>| §M|J}1—ZL‘2|, ‘8_£(t717,y)’ <M (192)

para todo t € [a,b] e x,y, 1,25 € IR, e se os coeficientes das condigdes de contorno sao tais que
1. |ao| + |ai| # 0 e apay > 0;
2. |bo| + |b1] # 0 € byby > 0;
3. lag| + |bo| # 0,

entdo o PVC (19.1) tem solugao tnica.

A segunda condigao em (19.2) vale se ‘%(t,x, y)‘ < M. Além disso, note que as condicoes 1-3
acima sao satisfeitas se ag = bg = 1 e a; = b; = 0, ou seja, se tivermos as condicoes de Dirichlet

Estas condigbes também sao satisfeitas se substituimos a condicao de Dirichlet em uma das
extremidades por uma condi¢ao de Neumann, por exemplo,

pois teriamos |ag| + |bg| = 0. Os trés exemplos a seguir mostram que a solu¢do pode existir ou nao,
e ser ou nao unica.

Exemplo 19.1 : Estude a existéncia e unicidade de solugoes do PVC

') = 1,  teo,1]
2(0) = 1
Z(1) = 2.

Integrando a equagao x”(t) = 1, encontramos a soluciao geral z(t) = 2%/2 + C1x + Cy. Como
2'(t) = z + C4, as condigoes de contorno resultam em C; = 1, de modo que a solu¢ao do problema,
x(t) = 22 /2 + 2 + Oy, sendo Cy uma constante qualquer, nao é tnica.
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Exemplo 19.2 : Repita o exemplo anterior substituindo a segunda condicao de contorno por
z'(0) = 0.

Novamente, z'(t) = x + C} e as condig¢oes de contorno resultam no sistema impossivel

C, = 0
1+C, = 2

portanto neste caso o problema nao tem solugao.

Exemplo 19.3 : Estude a existéncia e unicidade de solugoes do PVC

() = z(t), t €]0,1]
2Z0) = 1
(1) = 2.

Neste problema, a solugao geral é z(t) = Cie' + Cye™". Como 2'(t) = Cret — Che™

de contorno resultam no sistema linear

Cl—l—CQ =1 1 1 CVl _ 1
Cie+ Che™t = 2, ou seja, e et Cy | |2

que tem solugdo unica, pois o determinante da matriz acima é igual a 1/e — e # 0.

, as condigoes

Exemplo 19.4 : Encontre condigoes sobre as fungoes u,v e w de modo a garantir a existéncia e
unicidade de solugoes do PVC linear

2'(t) = u(t) +v(t)z(t) +wt)x'(t), t €la, b

z(a) = « (19.3)
z(b) = p.
Temos que as condigdes 1-3 sao satisfeitas. Além disso, f(t,z,y) = u(t) + v(t)x + w(t)y, logo
0 0
Gty =v) o g(tay) =)
Assim, para que f, g—i, g—g € C%D), basta que u,v,w sejam continuas em [a,b]. Note que a

continuidade garante em particular que v e w sao limitadas em [a, b], logo existe a constante M > 0
em (19.2). Finalmente, impondo %(t,x, y) > 0, obtemos a condigdo v(t) >0 Vt € [a,b]. Portanto,
as condigoes sao que u,v e w sejam continuas em [a, b] e que v seja positiva em [a, b].

Exemplo 19.5 : Dado L > 0, estude a existéncia e unicidade de solugoes do PVC

2'(t) = —ax(t), t €]0, L[
2(0) = 3 (19.4)
z(L) = T.
Este é um caso do particular do Exemplo 19.4 com u(t) = w(t) = 0 e v(t) = —1. Temos que
u,v,w sao continuas, mas como v(t) < 0, o Teorema 19.1 ndo permite concluir se a solugao do
problema (19.4) existe ou é tnica. De fato, observe que a solugao geral da equagao z”(t) = —x(t) é

x(t) = Acos(t) + Bsen(t),

20



e pelas condigoes de contorno, as constantes A e B devem satisfazer as equacoes

{ icos(L)—i—Bsen(L) _ ? ou seja, [ios(L) (s)en(L)} [g} B {ﬂ

A existéncia e/ou unicidade do sistema acima depende do seu determinante

! ([ cos(L) sen(Z) D —sent)

Assim a solugao existe e é unica se sen(L) # 0 (por exemplo, se 0 < L < 7), e nao existe se
sen(L) = 0 (por exemplo se L = 7/2).

Exemplo 19.6 : Repita o Exemplo 19.5 com a equacao x”(t) = x(t).
Agora v(t) =1 > 0, e podemos garantir que a solucao existe e é tinica. De fato, a solucao geral é
x(t) = Ae' + Be™,
e pelas condigoes de contorno, as constantes A e B satisfazem as equagoes

A+ B = 3
Aet + Be bt = 7,

cuja solugao é A = (7el' — 3)/(e* — 1), B = (3e* — 7el) /(e* — 1). Portanto, para qualquer L > 0,

(Tel — 3)et — (3 — Tel)e™t
el —1 '

x(t) =

Note que a condi¢ao %(t, z,y) > 0 do Teorema 19.1 é muito restritiva. O Teorema a seguir [10,
Teor. 4, Sec 8.7] relaxa as condigdes sobre a funcao f:

Teorema 19.2 : Seja D = [0,1] x IR. Se f € C°(D) e existe k < 8 tal que |f(t,71) — f(t,22)] <
k|xe — 41| para todo (t,x1), (t,x22) € D, entdo existe uma tnica solu¢ao para o PVC

d'(t) = f(tx(), €0, 1]
2(0) = 0 (19.5)
z(l) = 0

Por outro lado, o Teorema 19.2 restringe o dominio para o intervalo |0,1] e as condigoes de
contorno para condigdes homogéneas, conforme observamos em (19.5). Estas restrigoes podem ser
amenizadas por meio de transformacgoes de variaveis.

Exemplo 19.7 : Repita o Exemplo 19.5 utilizando o Teorema 19.2.

Por meio das transformagoes t = Ls e y(s) = z(t(s)), encontramos

oy ot Ox Ox 0%y , 0%
%(5) = ga(t(s)) = LE(t(S)) e @(3) =L W(t(s)),

ou seja, y'(s) = L*z"(t(s)) = L*(—z(t(s))) = —L*y(s). Além disso, y(0) = z(0) =3 e y(1) = z(L) =
7, portanto y(s) é a solugdo do PVC auxiliar

y'(t) = —L’y(s),  s€0,1]
y(0) = 3
y(1) = 7.
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Para tornar as condigdes de contorno homogéneas, podemos subtrair da solug¢ao y(s) o polinomio
y1(s) € Py tal que y1(0) = 3 e y1(1) = 7, ou seja, y1(s) = 4s + 3, resultando na nova varidvel
w(s) = y(s) — (4s + 3). Note que

w(s) = y/'(s) = —L2y(s) = —L2(w(s) + 4s + 3),

logo w ¢ solugao do PVC (19.5) com f(s,w) = —L*(w + 4s + 3), ou seja, f(t,x) = —L?*(x + 4t + 3).
Agora sim podemos aplicar o Teorema 19.2, estudando a expressao |f(t,z1) — f(t, z2)|:

|f(t,x1) — f(t,22)| = L?|z0 — 1]

Pelo Teorema 19.2, a solucao é tnica se L < v/8. Esta condicao é mais restritiva que a condicao
L < 7 obtida estudando a solucao exata do problema (19.4), Apesar disso, o Teorema 19.2 é mais
conclusivo que o Teorema 19.1 neste exemplo, embora seja mais trabalhoso.

Com respeito as transformagoes de varidveis, temos em geral o seguinte resultado: (Teoremas 2
e 3, Sec. 8.7, em [10]):
Teorema 19.3 : A solugao do PVC

2"(t) = [(tz@),  t€lab

z(a) = « (19.6)
z(b) = B
existe e é Unica se, se somente se, o PVC
y”(t) = f2<87y<8))’ S 6]07 1[
y(0) = « (19.7)
y(l) = B,

com fy(s,y) = (b—a)?fi(a+ (b — a)s,y), também tem solugdo tinica. O PVC (19.7), por sua vez,
tem solugao unica se, se somente se, o PVC (19.5), com f(t,z) = fo(t,x +a+ (5 — a)t), tem solugao
Unica.

OBS: O Teorema 19.3 nao é suficiente para tornar o Teorema 19.2 aplicavel a problemas que envolvam
condigoes de Neumann ou problemas em que f = f(¢,z,y).
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Aula 20: Formulas de diferencas finitas

Seja a =ty < t; < ...ty = buma particao uniforme do intervalo [a,b] com
b—a
N
Vamos denominar uma aproximacao de f(™(t,) escrita apenas em termos de valores de z(t) em
pontos da particao em torno de t = t,,, ou seja,

t, = a+ nh, h =

dmf
d:z:m tn) Z Vit (tngs) = Ykt (tnok) + Vo1 2 (Enpy1) + -+ Y02(En) + 2 (tngn)
j=—k

uma aprozimagdao por diferengas finitas. Observando que a derivada de z(t) em t = ¢, pode ser

escrita como (t, + 1) (t)
x(t, +h)—2x
’ tn — n n
v (tn) P h ’
uma das aproximagoes de diferencas finitas mais simples é dada por

(1) ~ x(tp +h) — x(t,) _ (tns1) — x(tn)
" h h )

Nesta féormula, k =1, 71 =0, 79 = —1/h e 73 = 1/h. Seguem outros exemplos:

$/(tn) ~ z(ty) _hx(tnl)’ SE,(tn) ~ l’(tn+1>2_h$(tn1)’ 33”( L) A (tni1) — Qx}gn) + x(tn—1>‘

A precisao das férmulas de diferencas finitas é determinada por meio do Teorema de Taylor.

Exemplo 20.1 : Mostre que existe k > 0 tal que, se 2(¢) é de classe C*, entao

P(ty) = D) 22 2o o),

Queremos mostrar que
R (tn) = x(tny1) — 220(tn) + 2(tn_1) + RPO(A?) = 2(tny1) — 22(tn) + 2(tn 1) + O(h4).

O fator O(h') sugere que tomemos k = 4, ou seja, vamos assumir que x ¢ de classe C*. Neste
caso, temos as seguintes expansoes de z(t,41):

E(tpr) = x(tn) + ha'(t,) + (B2/2)2" (t,) + (h3/6)x" (t,) + (h*/24)x™ (1), (20.1)
2(tar) = a(ty) = ha'(ta) + (h2/2)2" (t,) — (B*/6)2" (t,) + (h*/24)2' (B2), (20.2)

com t, <ty <tpiqetpg <ty <t,. Somando (20.1) com (20.2), obtemos
Hltnsr) + lta1) = 2ot () + (20 o0 (0) + 20 F),

e isolando z”(t,) da expressao acima,

" _ T(tnr1) — 22(tn) + 2(tn-1) h =@ (F @ (7.
Como x € C*, IM > 0 tal que | (¢)| < M para todo t € [a,b]. Além disso, t; € [t,, tni1] C |a,b]
ety € [tp_1,ts] C [a,b], logo
T(ths1) — 22(t,) + z(tn_1) h2 _ h?

[L’”(tn) — 72 ‘Zlf tl) + 37(4)('[52)‘ < ﬂ(M + M) OhQ,

com C' = M /12, portanto,

(1) — D) T2 A 2
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Aula 21: Métodos de diferencas finitas

O método de diferencas finitas para o PVC (19.1) associado as aproximagoes por diferencas finitas

Z Yir(tnyj) e '( Z 'Yj Ay

j=—k Jj=—kn

¢ o método deduzido a partir dos seguintes passos:

1. Extrair uma equagao para cada ponto t,, da partigao do intervalo [a, b]. As equages dos pontos
extremos dadas pelas condigoes de contorno, enquanto as equacoes dos pontos interiores sao
obtidas avaliando-se a equacao diferencial em t = t,,.

2(tn) = [ (b, 2(tn), 2'(tn)),  1<n<N-—1,

apz(ty) — a1’ (to) = «,
bol’(t]\/’) + bll'l(tN) = B

2. Aproximar z”(t,) e 2'(t,) pelas férmulas de diferengas finitas acima:

Z Vi (tnts) (thm Z ’Y] (tnt )7 l1<n<N-1,
j=—ki1 Jj=—kn
ko
aox(to) — ay Z %(.o)m t
]——ko
bol’(tN + b1 Z ’)/] tN—i—g) ~ 6
\ j=—kn

3. Aproximar x(t,) por X, (0 <n < N), sendo [Xy, ..., Xy| tais que

k1 kn,
Z %Xm—j - f (t’rL)X’rw Z ’Y]n)Xn-i-j) ) 1 S n S N — 17

j:—kjl ]:_kn

ko
awXo—ar Y 1N Xoy; =, (21.1)

Jj=—ko

N
Xy +b Y WXy =8

\ Jj=—kn

Note que as somatorias acima podem envolver X,, com n < 0 oun > N. Veremos posteriormente
como contornar esta dificuldade.

Exemplo 21.1 : Seja f € C%[a,b]). Construa o sistema de equagoes referente ao método de
diferengas finitas para o PVC

2"(t) = f(t), t €la, b

z(a) =«
z(b) = 5.
utilizando a seguinte férmula de diferencas finitas para z”(t,,):
(tn-1) — 2x(tn) + x(ths1)
2 (t,) =~ s s (21.2)
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Note primeiro que pode-se mostrar, por meio dos Teoremas 19.2 e 19.3, que basta f € C°([a, b])
para que este problema tenha solucao unica.
Segue de (21.1) que as equagbes sao as seguintes:

anl - 2Xn + Xn+1

= f(t)), 1<n<N-1,

2
XO = «,
Xy = 57

de onde imediatamente encontramos Xy = a e Xy = (3, restando calcular X,..., Xny_; por meio

das N — 1 primeiras equacoes:
Xno1 —2X, + Xppr = W2 f (L), 1<n<N-—1.
Note que, na primeira equacao,
Xo—2X1+ Xy, = hf(t

)
Oé—2X1+X2 = h2f(t1>
—2X1+ Xy = R*f(t)

e de modo analogo, a ultima equagao se reduz a Xy o —2Xy_1 = h2f(tN,1) — . Temos portanto
o seguinte sistema linear:

—2X1+ Xy = Wf(t) -«
X1—2X2—|—X3 == th(tQ)

Xn_3—2Xny o+ Xn_1 = R:f(ty_2)
Xnoo—2Xy1 = Rif(tna1) — B,

que na forma matriz-vetor corresponde a

—2 1 X1 f(th) o
1 -2 1 X, f(ta) 0
S A
1 -2 1 Xys Fltn—s) 0

i I =2 ] [ Xy | i ftn-1) ] | 5]

Os autovalores desta matriz sdo A, = —2+2cos(nm/N), 1 <n < N —1 [14], de modo que A, < 0,
em particular nenhum autovalor é nulo. Portanto, a matriz é nao-singular e o sistema linear tem
solugao unica.

Exemplo 21.2 : Seja u,v,w € C°([a,b]),com v(t) > 0 para todo t € [a,b]. Construa o sistema de
equagoes referente ao método de diferengas finitas para o PVC linear (19.3) utilizando férmula de
diferencas finitas (21.2) para z”(t,), e a seguinte férmula para x'(t,):

2(tni) = 2(tn)
2h '

o' (ty) ~

Conforme visto no Exemplo 21.2 as condigoes do enunciado sao suficientes para que o PVC tenha
solugao tunica. Novamente de (21.1),

Xn—l - 2Xn + Xn+1
h2

XO = Q,

Xy = 8.

XnJrl - anl

l<n<N-_-1
on == :

= u(ty,) + v(t,) X, + w(t,)
(21.3)
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Manipulando algebricamente a primeira equacao, obtemos:
Xn—l — 2Xn + Xn+1 = h2u(tn) + hzv(tn)Xn + (h/2)UJ(t )(Xn-l—l — Xn—l)

(14 (h/2)w(tn) Xn1 = (24 P*0(tn)) X0 + (1 = (B/2w(tn)) X1 = h*u(ty)
h*u(t,),

CL:;Xn,I — ann -+ a;XrH»l
com at = 1+ (h/2)w(t,) e d, = 2+ h?v(t,). Em particular se n = 1, N — 1, e utilizando as condigoes
de contorno, encontramos

—d1X1 + CLI_XQ = hQU(tl) — CLii_Oé,

al \Xn_o—dy 1 Xn_1=Ru(ty_1) —ay_,B.
Na forma matriz-vetor,

—dy aj 17 xi ] [ u(t) ] [ afa ]
(Z; —dg Ao X2 U(tg) 0
Lo = :
CLE72 —dN,Q CL;\,72 XN,Q ’U,(f}N,2> 0
i an_, —dy_ 1 [ Xnv-1 ] i u(tn-1) ] i ay_18 ]

Para mostrar que a matriz acima (vamos denoming-la A) é nao-singular, basta mostrar que ela é
estritamente diagonalmente dominante, ou seja,

|Aiiy>NZI\Aij\, i=1,2,...,N—1. (21.4)
=
Como v(t;) > 0, temos que |A;| =2+ h%v(t;). Além disso,
N-1 L
> 4o] < laf| + o] = |1+ Guole)
7

h

h h

H4 uma desiguldade na equagao acima, que se deve ao fato que aj e ay_, nao constam na matriz

A (veja a primeira e a ultima linha da matriz). Tomando h suficientemente pequeno (de modo que
1 — (h/2)|w(t;)| > 0 para todo 1 <i < N — 1), obtemos

N-1

j=1

h h
DAl S 1+ Slwt)] +1 = Sholts)] = 2 < 2+ hu(t) = | Au.
JF
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Aula 22: Métodos de diferencas finitas (continuagao)

Voltemos ao Exemplo 21.2 agora com condigoes de Neumann em uma das extremidades:

() = u(t) +v(t)z(t) +wt)x'(t), t €la, b
¥(a) = «
z(b) = pB.
Como no exemplo anterior, temos as equagoes
a;{Xn,l —dy X, +a, X hQu(tn), 2<n<N-2

af  Xn-2—dyaXyog = hulty_ 1) — an_f8
XN - /87

com af =14 (h/2)w(t,) e d, = 2+ h*v(t,). Resta discretizar a condigao de contorno z’(a) = a. Se
usassemos a formula de diferencas centradas

comn =0e X, =~ z(t,), terlamos a equagao

X, — X,

5 = —_— Xl — X_1 = 2ha.

(22.1)

Esta equagao envolve o termo X 1 ~ x(t_1) = z(a — h), que nao faz parte do conjunto de valores
aproximados. Uma alternativa para evitar este termo ¢é utilizar a férmula de diferencas progressivas

x(tn—s-l) - x(tn)

Inserindo n = 0 e X,, = z(t,), obtemos

X5 —Xo

N =  X; — Xy = ho

= (22.2)
Ainda h4 uma dificuldade com a equagao (22.2): o valor de X nao é obtido explicitamente. Neste
caso, Xy passa a ser uma incognita do sistema, lembrando que devemos adicionar a aproximagao da

equacao diferencial em t = t;:
ai’_Xo — d1X1 + al_XQ = h2u(t1) (223)

Chegamos assim ao seguinte sistema linear:

-1 1 X 0 —ha
af —dy aj X u(ty) 0
ay  —dy ay X | 2 u(ts) 0
ay 5 —dy_o ax_, Xn_2 u(ty_2) 0
i an_, —dy-1 1L Xv-1 | u(tn_1) RO=ra

A matriz do sistema acima nao é estritamente diagonalmente dominante, devido a sua primeira

linha. Por isso, nao podemos utilizar o argumento do exemplo anterior para justificar que o sistema
tem solugao unica.
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Porém, se eliminamos X, do sistema, substituindo Xy = X; — ha em (22.3), ou seja,

(af —d) X1+ a; Xo = hu(ty) + af ha, (22.4)
o sistema linear se torna
[ (af —di) ay 17 x; ] i u(ty) i i —af ha i
(lg_ —dg CL2_ X2 U(tg) 0
: = h? : — : (22.5)
(I?\_f_Q —dN_Q a]_V—Q XN_2 U(t]v_g) 0
i an_, —dn-1 1L Xv-1 ] | u(tn-1) i i ayn_1P i

Assumindo novamente que o espagamento h é tal que 1—(h/2)|w(¢;)| > 0 paratodo1 <i < N—1,
temos que

h
>1- §w(ti) = lay |,

h h
laf —dy| = |1+ §w(ti> —2—h*(t)| =1— §w(ti) + h?u(t;)
0 que garante que a matriz do sistema (22.5) é estritamente diagonalmente dominante.
Uma segunda alternativa é utilizar a equagao (22.1) e adicionar uma equagao da forma (22.3),
mas com t = ty:

CLTX,1 — leO -+ CL;Xl = h2U<t0) (226)

Temos de (22.1) que X_; = X; —2ha. Substituindo esta expressao em (22.6), eliminamos o termo
indesejado X _1, encontrando a seguinte equacao para Xy e Xj:

aa_(Xl — 2hOé) — doX() + (IO_Xl
—doXo + (ag + ad) X,

hQU(to)
h*u(ty) + 2had o

Chegamos assim a um novo sistema linear:

[ —do aa + aa XO U(to) [ —ZhG(TOé ]
af —dy ay X1 u(ty) 0
as —dy ay Xo 12 u(ts) 0
(Z]J'\_]_Q —d]v_g CL]_V_2 XN_Q U(tN_g) 0

i af_,  —dnoa 1L Xv-1 ] i u(tn_1) an_10 |

que desta vez é estritamente diagonalmente dominante.

OBS: Ao contrario dos demais métodos numéricos vistos anteriormente, nao podemos garantir que
Xo = z(to) nos dois métodos numéricos descritos neste exemplo.

OBS: A principio, a equagao (22.6) nao é uma aproximacao valida da equagao
z"(t) = u(t) + v(t)x(t) + w(t)2'(t), t €]a, b,

pois tg = a ¢]a,b[. A aproximagao (22.6) pressupoe que a equagao acima possa ser estendida para
um intervalo aberto que contém o ponto t = a, ou seja,

2"(t) = u(t) + v(t)z(t) +w(t)'(t), t €]e,d[, com [a,b[C|e,d].
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Aula 23: Métodos de projecao

Seja x(t) a solu¢ao do problema de Dirichlet homogéneo

m/l(t) = f(t7$(t)>$/<t>)a t G](L b[
(23.1)

Seja V um espago vetorial de fungdes tal que z € V (por exemplo, V = C(]a, b)), pois x é continua
em [a,b]) e
veV = w(a)=0v(b)=0.

Os métodos de projecao [8] para o PVC (23.1) selecionam um subespago vetorial Vj, C V de
dimensao finita (por exemplo, V}, = P,,) e buscam a funcao z; € Vj, mais préxima de x € V:

Figura 8: Descricao abstrata de um método de projecao.

A definicao sobre o que significa ser “mais proxima” é a principal diferenca entre cada método
de projecao. Veremos a seguir dois tipos de métodos de projecao.

23.1 Meétodo de Galerkin

Multiplicando os dois lados da equacao xz” = f por v e integrando de a até b, obtemos

b b
/ 2" (t)v(t) dt :/ f(t, z(t), 2" (¢))v(t) dt.

Assuma que V' seja um espago de fungoes diferencidveis cujas derivadas sao integraveis. Isto nos
permite integrar por partes o lado esquerdo da equagao acima:

b
/ 2" (t)v(t) dt

I
&\
—~
S
~—
I~
—
=
~
|
&\
—~
s
~
I~
—~
S
~
|
&\
—~
~
~—
@\
—~
~
~
IS
~

Como v € V, temos que v(a) = v(b) = 0, logo

b b
/ 2 (1)(t) dt = — / 2 () dt.
Portanto, = também é solugao do seguinte problema (denominado problema variacional):

(' Wy =—(f,v) VoveV, (23.2)
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em que (-,-) é o produto interno definido por

b
(u,v) :/ u(t)v(t) dt.
O método de Galerkin corresponde a escolher x;, € V}, tal que, em analogia com (23.2),
(Thyvp) = —(fyon) Yo €V, (23.3)

observando que f = f(t,z,(t),2,(t)). No caso particular em que f = f(t), temos que, subtraindo
(23.3) de (23.2) com v = vy,

/

(x), — 2’ v,) =0, ouseja, (x),v;)={',v) Vv, €Vj. (23.4)

Podemos escolher v = vy, porque V}, C V implica v, € V. A igualdade (23.4) permite interpretar a
solugao xj, de (23.3) como sendo a projegao de x sobre V}, com respeito ao operador a(u,v) = (u/,v').
Por outro lado, definindo a semi-norma |ul; = (v, u’>1/2, temos que, para todo vy, € V,

o —wlf = (2 — w2’ —v})
= (@' —aj + ) — v, 2 — )+ @), — vp)
= (@ — a2’ — ) + 202 — @), w), —vh) + (T, — U, T, — )

= |z —anli + 22" — 2}, 2, — vh) + |2 — only

> fo -l + 20 — ol 2 — o))
Como zj, — vj, € V3, segue de (23.4) que (2’ — z},, 2}, — v;) = 0, logo
et —xpl < |z —wplt Vo, € Vi (23.5)
Assim, a solugao xp, de (23.3) ¢ o elemento de V}, “mais préoximo” de x € V no sentido que |z —xp|;
é o menor valor possivel para |x — v,|; entre todos os elementos vj, € V},.
23.2 Meétodo de colocacao

Seja N = dim(V}) e ty,...,tx € [a,b]. De modo semelhante aos métodos de diferengas finitas, o
método de colocagao escolhe z;, € Vj, tal que

wy(ti) = f(ti, zn(t), 23, (t:), 1<i<N. (23.6)

Os pontos ty,...,ty sao denominados pontos de colocagao, e nao necessariamente sao pontos de
uma partigdo uniforme do intervalo [a,b] (note que o primeiro ponto é ¢, ndo ty;). No método de
colocacao, buscamos o elemento de V), que satisfaz a equacao diferencial nos N pontos escolhidos.

Novamente vamos assumir por simplicidade que f = f(¢), Neste caso, a medida de distancia pode

ser vista como o funcional
N 1/2
— <Z|u//(ti)|2> )
i=1
Dado v, € V4, temos que

Elz — vy)? ZW/ ) — vt Z|f —up(ts)]*.

Note que E[z — v, >0 VYV, € V. Além disso, Ex — x| = 0 se z, satisfaz (23.6). Portanto,

Elx —x] < Elx —vy) VYo, €V, (23.7)
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Aula 24: Representacao vetorial dos métodos de projecao

Esta segao enfatiza a importancia de que V}, seja um subespago vetorial de dimensao finita. Veremos
que os métodos de Galerkin e de colocagao se reduzem a um sistema de equacoes que depende da
base escolhida para V,.

Vamos iniciar com a representagao vetorial do método de Galerkin. Seja {vy,...,vx} uma base
para V},. Dado v, € V}, arbitrario, existem aq, ..., ay tais que

on(t) = aqoi(t) + ..., anon(t) = Z o v; (t).

Segue de (23.3) que

<:L’;1, (Z ozivz) > = <x’h,2aiv7’;> = — <f,Zozivi>.

Pela linearidade do produto interno,

N N N

Zai () vy = — ZO"' (fv)) = Z(xi(@’h,vg) + (f,v;)) = 0. (24.1)

i=1 i=1 i=1
Temos que (24.1) (e portanto, (23.3)) é valido se, e somente se,
(@, vp) +(fiv) =0, 1<i<N. (24.2)

Para verificar que (24.1) implica (24.2) quando ¢ = 1, basta escolher v, € V}, tal que a; = 1
ea; = 0 para 2 < i < N. A demonstracao para i = 2,..., N é andloga. Para demonstrar a
reciproca, suponha que (24.2) seja falso, isto é, suponha que exista algum i* entre 1 e N tal que
(@), vi) + (f,vix) # 0. Escolhendo v, € V}, tal que ay» = 1 e a; = 0 para todo i # i*, obtemos

N

D ail{al o)) + (fo)) = (s vie) + (o)) #0,

=1

o que contradiz (24.1).
Agora, levemos também em conta que zj, € Vj,. Logo, existem Xj,..., Xy tais que

zp(t) = Z X,v;(t). (24.3)

Substituindo (24.3) em (24.2) e usando novamente a linearidade do produto interno, obtemos

ixj (vj,v]) + (fyv;) =0, 1<i<N, (24.4)
j=1
ou na forma vetorial,
Xy (vi,v1) (2, 0%) (vn,v1) — (f,v1)
Ke— Flz), - )Q K- (vi,v5)  (v2,v3) (vn, v5) Flz) = — (f,v2) |
Xy (0,0 (o, 0) - {ow, o) ~{few)



observando que (f,v;) depende de x para todo 1 <i < N, ou seja:

() = [ fean) gyt st = [ f (t, > X0, ijv;u)) () dt.

No caso particular f = f(t), as equagdes K& = F'(x) se tornam um sistema linear, como no

Exemplo 21.1.
Para o método de colocagao, obtemos de (23.6) uma expressao semelhante a (24.4):

N

ZXU" = (Z,ZXUJ Z ”<t>>, 1<i<N. (24.5)

=1

Na forma vetorial, este sistema ¢ dado por K& = F'(x), como no método de Galerkin, mas com

o) () o v(h) i o
K — vy (t2) Uz(:tz) v (t2)  F(x) = f<ti7;XJUJ(t2>7;XJU](t2>>
v (tn) vy(tn) (tn)

Exemplo 24.1 : Use o método de colocacao para aproximar a solucao do PVC

5 —t2x(t), t €]0,1]

sendo V}, o espago gerado pela base {sen(rt),sen(27t)} e os pontos de colocagao t; = 1/4 e ty = 1/2.

Como f(t,z) =t>—t*r e 0 <t <1, temos que
|f(t,x1) = f(t,20)| = | =m0y + | = [t2]|21 — o| < kfzy — 25

com k =1 < 8, logo segue do Teorema 19.2 que o PVC acima tem solugao tunica.
Seja xp(t) = X101 (t) + Xova(t), com vy (t) = sen(mt) e vy(t) = sen(2nt). Temos que, para i = 1,2,
v(t) = 1 —tia(t)
Xl’ljil(ti) + Xgl)g(ti) = t? - t?[Xl’Ul(ti) + ngg(ti)].

Note que f(t,z,y) depende linearmente de x. Por isso, podemos isolar as incdgnitas X; e Xo:

Xl () + Xovl () + 2 X101 (t) + Xovo ()] = &
(] (t;) + oy ()] X1 + [V (1) + ()] Xy = & (24.6)

Vamos avaliar as derivadas de vy e vg:

vi(t) = msen(nt) vy(t) = 2mwsen(2mt)
t) = —m?cos(mt) vi(t) = —4n?cos(2nt)

62



Assim, segue que

v (t;) + o (t;) = —m2sen(wt;) + tisen(wt;) = (17 — w%)sen(nt;)
Vi (t;) + t2ug(t;) = —4m?sen(27t;) + t2sen(27t;) = (12 — 4w?)sen(27t;),

e (24.6) se reduz a
(t7 — m®)sen(nt;) X, + (7 — 4n*)sen(27t;) Xo = t7.

Finalmente, avaliamos esta expressao em t; = 1/4 e ty = 1/2:
{ ((1/4)* — 7)sen(n/4) X1 + ((1/4)? —4nH)sen(2m/4) Xy = (1/4)3
((1/2)2 — 7?)sen(m/2) X7 + ((1/2)* — 4xH)sen(27/2) Xy = (1/2)3,

ou na forma vetorial,

{ (1/1?/2 i)r;/iﬂ 1/160—47r2 } { 2 } _ { 11//684 } ‘
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Aula 25: Funcoes polinomiais de Lagrange por partes
Vimos que o método de diferencas finitas para o PVC

:C”<<t§ = u(t) +v(t)z(t) + wt)x'(t), t €la, b

z(b) = B

resulta em um sistema linear cuja matriz é tridiagonal. Isto nao necessariamente ocorre com o
métodos de Galerkin e de colocacao, fazendo com que, em geral, a solucao dos sistemas lineares
vindos deste métodos seja mais lenta que no método de diferencas finitas.

Uma forma de garantir que a matriz resultante destes métodos seja tridiagonal é estabelecer uma
parti¢ao uniforme do intervalo [a, b] e escolher as fungoes de base vy, ..., vy tais que

vj(t) =0 Vi ]t (25.1)

Note que (25.1) implica que vj(t) = v} (t) = 0 para todo t & Jt; 1, ;1] -

Temos que a matriz K do sistema K@ = F(x) da Aula 24 satisfaz, para [i — j| > 1,

b
Kij = / Vi (t)vi(t) dt =0 no método de Galerkin,
Kij=vj(t;) =0 no método de colocagao.

Suponha que i > j+ 1 ou i < j — 1. Neste caso, |t;—1,ti1] N Jtj—1,tj41[= @ (Fig. 9). Em
particular, t; € Jt; 1,;41[ e segue de (25.1) que vj(t;) = 0.

Por outro lado, v;(t) = 0 se t €]t;_1,t;+1[ e reciprocamente, v;(t) = 0 se t € |t;_1,t;41]. Portanto,
vi(t) e v;(t) nunca sao simultaneamente nao-nulos (assim como v;(t) e v(t)), logo

vi(t)wi(t) =0 Vteab = /b vi(t)vi(t) dt = 0.

Portanto, K;; = 0 para | — j| > 1 em ambos os métodos. Assim, K;; # 0 somente se j = i ou
j =1=%1. Assim, apenas K;; e K; ;11 podem ser nao-nulos, o que faz de K uma matriz tridiagonal.

i3
i1 i1 il3 i1 il il3

Figura 9: Comparacao entre |t;_1,t; 41 € [tj_1,t41[ com j =1 —2e j=1i+3.

Seja t, = a+nh, 0 < n < N, como na Aula 20. A base mais popular que satisfaz (25.1) é
formada pelas fungoes polinomiais por partes de Lagrange de grau 1. Para 1 < j < N — 1, definimos
v;(t) pelas seguintes condicoes:

1. v; é um polinomio de grau 1 em cada intervalo [t,,,%,+1], para todo 0 < n < N — 1, ou seja,
existem a;,, e b;,, tais que v;(t) = a;nt + b;,, para todo t € [t,, tpi1];

2. v;(t,) = 6n;, ouseja, v;(t;) =1 e vj(t,) =0sen#j, para0<n<N.
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O simbolo 6; ; é conhecido como delta de Kronecker. Convém observar que nas condicoes acima
associamos a partigao [a, b] apenas N — 1 fungoes de base, nao N fungoes, como na Aula 23.
Vamos obter uma férmula geral para a j—ésima funcao de base v;(t). Dado t € [t,,t,11] com
j<n <N —1, temos que t,, #t; e t,11 # t;. Segue da condigao 2 que
vj(tn) = vj(tn+1) = 0.
Por outro lado, temos da condi¢do 1 que existem a;,, e b;,, tais que v;(t) = a;,t + b;,, para todo
t € [tn,tns1]. Assim,
0= vj (tn> = aj,ntn -+ bjm (252)
0= Uj(tn+1) = Clj,ntn+1 + bj,n (253)
Subtraindo (25.2) de (25.3), obtemos a;,(t,+1 — tn) = aj,h = 0, ou seja, a;,, = 0. Substituindo
ajn, =0 em (25.2) ou (25.3), obtemos b;,, = 0. Portanto,
v](t):() Vte[tn,tn+1], j<n§N—1

Analogamente, podemos mostrar que v;(t) = 0 para todo ¢t € [t,,t,41] se 0 < n < j — 1. Resta
determinar v;(t) para t € [t;_1,t41].
Consideremos o caso t € [tj_1,t;]. Sabemos da condicdo 1 que existem a;;_1 e b;;_1 tais que
v;(t) = a;;—1t + bj ;1 para todo t € [t;_1,t;]. Além disso, v;(t;—1) =0 e v;(t;) = 1, logo
0= (% (tj—l) = CLjJ'_ltj_l + bj7j_1 (254)
L= v(ty)  =ajjat;j+bj (25.5)
Subtraindo (25.4) de (25.5), encontramos a; ;_1h = 1, ou seja, a;;—1 = 1/h. Substituindo a;;_; =
1/h em (25.4), obtemos b; j_1 = —t;_1/h. Portanto,

1 —t;_ t—t;—
Uj(t) = Et—i- }]L ! = h] 1, t e [tj—htj]'

Analogamente, v;(t) = (tj41 —t)/h se t € [t;,t;11], de modo que a fungao v; é definida pela
seguinte expressao (Fig. 9):

07 13 S tj—h
L ti 1t
vl =4 ", Jij1.1) (25.6)
%7 le ]tj’tj+1]7
0, t> tj+1'
A
vt

\J

if

Figura 10: Fungoes polinomiais de Lagrange por partes de grau 1, com destaque para vy(t).

ta th tc

Temos de (25.6) que v; é uma funcao continua. Além disso, segue da propriedade 2 que as fungoes
v1(t), ..., vn—1(t) s@o linearmente independentes, e que as funcoes v;(t) satisfazem v;(a) = v;(to) =0
e v;(b) = vj(ty) = 0 para 1l < j < N — 1, logo o espaco Vj, gerado por {v;(t),...,on_1(t)} é
apropriado para os métodos de projecao.

OBS: Como v; € C*([a,b]), o espago V}, acima nao pode ser utilizado no método de colocagao.
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Aula 26: Interpolacao polinomial por partes

Definimos na aula passada a base {v1(t),...,vy_1(t)}, associada aos pontos ty = a+kh (0 < k < N),
com v;(t) definida por (25.4). Vamos considerar também as fungoes

bt p e o t]) 0, R
vo(t) = " o . ! oN(t) = (26.1)
O, t>t]+1, }]LV 1, te ]thlth]7

que também satisfazem as condigdes 1 e 2 da Aula 25. Estas fungoes sao ilustradas na Fig. 11.

A
l ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
ta tb tc td te tf
Figura 11: Fungoes vy(t) e vn(t) definidas em (26.1).
Vamos descrever o espago W gerado por {vg, vy, ...,vn_1,vn}. Dadow € W, existem Wy, ..., Wy
tais que
N
w(t) =Y Wiv,(t).

5=0

Como vy, ..., vy satisfazem a condicao 1, temos que, para todo n entre 0 e N — 1,

340,050 t.q. v;(t) =ajnt+ b Vit E [tn, tui].
Segue que, para todo t € [t,, t,11],

Wiv;(t) = Wiajnt +W;bjn

N N
Z ijj (t) = Z Wj(lj’nt + ijj,n
j=0 j=0
N N
w(t) = (Z Wj%n) t+ (Z ijj,n)
j=0 j=0
N N
w(t) = apt+b,, a,= Z W;an, by, = Z Wbjn,
§=0 §=0
ou seja, w também satisfaz a condicao 1. Além disso, como vy, ..., vy sao continuas, w também é

continua. Vamos verificar que a reciproca também ¢é valida, isto é, se w é uma funcao continua que
satisfaz a condicao 1, entao w € W.
De fato, se w(t) = w(ty)vo(t) + ... + w(ty)vn(t) € W, entdo
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Assim, definindo z(t) = w(t) — w(t), segue que z(t,) = w(t,) — w(t,) = 0 para todo 0 < n < N.
Como z(t) é continua e satisfaz a condi¢do 1 (pois w e @ também satisfazem estas propriedades),
temos que z(t) = 0 para todo t € [a, b]. Portanto, w = w, ou seja, w € W.

Concluimos que o espaco W ¢é exatamente o espaco das funcgoes continuas e polinomiais por
partes de grau 1 associados a partigdo 7 = {to,t1,...,tx} do intervalo [a,b]. Vamos denotar W =
PPi(1,|a,b]), sendo que em geral,

PPp(7,]a, b)) = {v e C%[a,b]) | v|; € Pn(I), I = [tn,tns1], 0<n <N -1},

sendo que w = |y, a restricao de v em I, é a funcao w : I — IR tal que w(t) = v(t) para todo t € I,
e Pn(I) é o espago dos polinomios de grau m restritos a I, ou seja,

Pu(l)={peC°(I) | p(t) =ar+art+ ...+ a,t™ Vtel}.

Uma propriedade crucial da base {vy, ..., vy} definida por (25.6) e (26.1), usada nos argumentos
acima, é que os coeficientes da combinacao linear coincidem com o valor da fungao nos pontos da
particao, ou seja,

N
wt) =Y Wiv;(t) = w(t,)=W, (0<n<N).
=0
Em particular, dada f € C°([a,b]) qualquer, a funcio f € PPy(, [a,b]) definida por
N
F&)y=>" ft;)vi(t) (26.2)
=0

satisfaz f(t,) = f(t,), ou seja, coincide com f(t) se t = t,, para todo 0 < n < N. A funcao f(t) é
denominada a fun¢ao de interpolagdo polinomial por partes de grau 1 da fungdo f(t) na particao .

Exemplo 26.1 : Encontre f para f(t) = sen(nt) em [0,1], sendo 7 = {0, 1/3, 2/3, 1}.
Temos de (26.2) que
Ft) = Fflto)vo(t) + f(t)vr(t) + f(t2)va(t) + f(ts)vs(t)
= sen(0)vy(t) + sen(mw/3)vi(t) + sen(2m/3)vo(t) + sen(m)vs(t)
= (V3/2)ui(t) + (V3/2)va(t).

Observando que h = 1/3, temos de (25.4) que

0, t<to, 0, t<ty,

SR =175, tE ot o = 20B e iy, t
vi(t) = t 7th 2/3£t | | va(t) = Z —t 1{it’ el
2h = 173 t e ]tlatQ]v ST - 1/_37 te ]t27t3]a

0, t > to, 0, t > ts,

que podemos escrever na forma

3t, te [0,1/3)], 0, te [0,1/3],

vit) =9 2-3¢t, te]1/3,2/3], va(t)= 3t—1, te]1/3,2/3],

0, te]2/3,1], 31—1t), tel2/3,1].

Portanto,
(V3/2)3t + (v/3/2)(0) = 3%, te€ [0,1/3],

1) = (V3/2)(2—3t) + (V3/2) (3t — 1) = 4, t€]1/3,2/3],
(V3/2)(0) + (v/3/2) (3(1 — 1)) = 2B(1 —1t),  t€]2/3,1].
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Aula 27: Funcoes splines cubicas

O subespago vetorial
Sp(7, [a,b]) = PP, [a, b)) N C™ *([a, b])

é o espaco das funcoes splines de grau m. Note em particular que
Si(7, [a,8]) = PPi(7, [a, b)) N C' ' ([a,b]) = PPi(r, [a,]).

Lembrando que, para avaliar K;; = x(t;) no método de colocagao, precisamos que Vj seja um
espago de fungoes de classe C?([a, b]), consideremos o espago S3(7, [a, b]) das fungoes splines ciibicas:

S3(7, [a, b]) = PPs(r, [a, b])NC?([a, b]) = {v € C*([a,b]) | vl; € Ps(I), I = [tg,tps1], 0< k< N — 1}.

Na Aula 29 exibiremos uma base para Ss(, [a, b]). A fim de motivar estas fun¢oes de base, vamos
estudar primeiro o problema de interpolagao em S3(7, [a,b]): dada uma partigao 7 = {to,...,tx} €
f € C°%a,b]), determinar a fungao

s1(t) = a1+ bit + at* + dit?, t € [to, t],
So(t) = ag + bot + cot® + dot?, t € Jty, ta),

s(t) = :

sy(t) = an +byt+cent? +dyt®, t € Jtn_1,ty]

tal que s € C*([a,b]) e s(t;) = f(t:)
s1(to) = f(to)  (s1(a) = f(a))

si(ti) = f(t;), 1<i<N-1 si(ti) = siq(t:),  1<i<N-1,

sipa(ti) = f(ti), 1<i<N-—1 st(t;) = st (t:), 1<i<N-—1,

sn(tn) = f(ty) (sn(b) = f(D)),

resultando em 1+2(N — 1)+ 14+2(N —1) = 4N — 2 equagdes, contra 4N incognitas (a1, by, ..., dy).
Precisamos de mais duas equagoes, sendo que as mais comuns sao

{ s(a) =0 { s7'(t) = 3'2"(:7512

sh(b) =0 (spline natural) s (tn—-1)

ou seja,

(27.1)

W(tn-1) (not a knot)

As condigoes not a knot sdo a escolha padrao do Matlab/Octave. Para entender estas condigoes,
vamos construir uma fungao auxiliar a partir dos polindémios que definem s;(t) e sy(t):

Z(t) = (a1 - CLQ) + (bl - bg)t + (Cl — Cg>t2 + (dl — d2)t3 (272)

Temos de (27.1) que 55’“) (t1) = sgk)(tl) para 0 < k < 2. Com a primeira condi¢do not a knot,
podemos estender k para 0 < k < 3, ou seja,

s (t) = sP(t), 0<k<s. (27.3)
Segue de (27.2) e (27.3) que z(t1) = 2/(t1) = 2"(t1) = Z"(t1) = 0, logo z(t) = 0, ou seja,

a; = ag, ...,dy = dy. Portanto, s1(t) e so(t) sdo restrigdes do mesmo polindmio, como se o ponto t;
nao fosse um ponto (nd) da partigao (not a knot). O mesmo raciocinio se aplica ao ponto ty_;.

68



Exemplo 27.1 : Encontre a funcdo spline cibica natural que interpola f(¢) = sen(7t) nos pontos
te=k/2,0 <k <2

Temos que [a,b] =[0,1], N =2, e7={0,1/2,1}. Assim,

S(t)_ Sl(t) = a1+b1t+01t2+d1t37 te [0,1/2],
O se(t) = ag +bot + ot + dot®, t€]1/2,1],

sendo que aq,...,dg satisfazem as seguintes equagoes:
s1(0) = f(0) =0,
s1(1/2) = f(1/2) =1, s1(1/2) = s5(1/2), s7(0) =0,
s2(1/2) = f(1/2) =1, s7(1/2) = s5(1/2), s1(1) =0
32<1) = f(1> = 07

si(t) = b+ 2cit + 3dt?,
si(t) = 2¢ +6dt,

de modo que as equacoes acima podem ser escritas na forma

¢

aq =0
a; -+ b1/2 -+ 01/4 + d1/8 =1
as —+ b2/2 -+ 02/4 + d2/8 =1
as -+ bg + (6)) + dg = 0
b1 + C1 + 3d1/4 = b2 + co + 3d2/4

261 + 3d1 = 202 + 3d2
261 =0
L 202 + 6d2 = 0.

A solucao deste sistema é dada por a; =c¢; =0,b0; =3,d1 = —4,a0=—1,b00 =9, co = —12 ¢
dy = 4, o que resulta na funcao
S(t):{ 3t — 43, te [0,1/2],
—14+9t — 122 + 4¢3, te€]1/2,1].

0.8r

0.6f

0.4f

0.2¢

0

0 02 04 06 08 1

Figura 12: Interpolagao de f(t) = sen(wt) pela spline ctibica s(t) com dois intervalos, comparada a
solucao do Exemplo 26.1
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Aula 28: Splines cubicas naturais

Vamos obter o sistema linear correspondente & spline natural que interpola f € C°([a, b]) na partigao
7 ={to,...,tn}, Ou seja,

si(t) = a1 +bit+ et + dit?, te [to, 4],

so(t) = ag + bat + cot® + dat?, t € Jty,ta],
s(t) = .

SN(t) = aN+bNt+cNt2+dNt3, t e ]tN—17tN]

tal que s € C*([a,b]), s(t;) = f(t;) para todo 0 < i < N e s"(a) = s¥(b) = 0. Seja z; = s"(t;),
0 <i<N. Temos que zp = 2y =0, s/ (t;—1) = zi—1 e s/ (t;) = z;. Como s/ (t) = 2¢; + 6dt,

{20i+6diti_1 = Zi—1 — {dl = (Zi—Zi_l)/6h

QCZ‘ + Gdltl = Z; c;, = 22/2 — (Zz — zi_l)ti/Qh,
ou seja,
Zi — Zi— ti Zi — Zi— ti—t h—tl—i—t ti—t t— ti—h
3;’(75)222._( A ) A =24 PR — =z tA (h )
t; —1 t—1;—
s;(t) = 2zi1 Zh + z hz - (28.1)
Vamos integrar a expressao (28.1) duas vezes:
/ (=) (=)
Sz(t) = Zi-1 9% + z; oh +Cl (282)
ty —t)? t—t;1)?
si(t) = zH( o ) + zi( oh ) + Cyt + C. (28.3)
Como s;(t;i—1) = f(ti—1) e si(t;) = f(t;), segue de (28.3) que
{ si(tic1) = Zi_ﬁ}lhs +Citiog +Cy = f(tiz1)
si(t:) = % + Citi + Cy = ft).
A solucgao deste sistema é
t) — f(t._ . t.) — F(t._ . h2
o, = 1) hf(l D) gz 6’7‘“ Loy = fi) — 1, L) hf(’ D gy, 2 62’ L 2’6 . (28.4)

Vamos colocar em evidéncia os termos em Cit + Cy com coeficientes z;_1, z;, f(t;—1) e f(t;):

are e = (_htif:t> T <_ht _ffi_l) + f(tin) (tiﬁt) + f(t) (t _in_1> |

Substituindo esta expressao em (28.3), obtemos

5i(t) = 21 [(t" 6‘;)3 _pl - t} +2 [(t “li)? - t"‘l] A T e (08.5)

6h 6 h h
A expressao (28.5) nos permite determinar, uma vez calculados zy, ..., zy_1, as fungoes s;(t) para
todos os valores de 7 entre 1 e N. Para achar zy,...,2zy_1, usamos as N equagoes provenientes da

condicao de continuidade da derivada primeira:
si(ti) = sipa(ti), 1<i<N. (28.6)
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Segue de (28.2) e (28.4) que

/ zih  f(t;) — f(ti-1) Zi — Zi-1 h hh fts) — f(ti1)
(1) = —h - S Z_ =
sill) = 5+ h 6 g A\ TG )T h
h 2h t;) — f(t;_
Analogamente,
2h h t;)— f(t;
i = s 2 S0 S)
e substituindo 7 por i + 1,
2h h tiv1) — f(t;
S;_H(ti) = —Zig - ZH_IE + f( +1)h f( ) (288)

Segue de (28.6), (28.7) e (28.8) que
h 4h h o f(tiva) = f(t:)  f(t:) = f(tiza)

Ziflg‘i‘zig‘i‘zz#lg: h - 5 (1<i<N),
ou seja,
1 4 L fivr) = 2f(t:) + f(tiz1) :
Z_16+Zig+zi+16: = 2 - (1§1§N)
Lembrando que zy = zy = 0, chegamos ao seguinte sistema tridiagonal:
41 17 & ] [ f(t2) = 2f(t1) + f(to)
) 1 4 1 2 ) f(ts) = 2f(t2) + f(t1)
1 4 1 ZN-2 fltn-1) = 2f(tn—2) + f(tn-3)
i I 4] | v | i fn) —2f(tnoa) + f(En—2)
Convém notar que, no caso particular em que f € C?([a, b]),
zii 4zt 2z 8" (i) +48"(6) + 5" (Biga) (k) f(tin) = 2f () + f(tima) £(t:)
6 6 1) h,2 1/

e analogamente, a média entre as equagoes (28.7) e (28.8) resulta na aproximacao s'(t;) ~ f'(t;).
Assim, podemos interpretar que a interpolacao de f(¢) por uma spline natural nao somente coincide
com f(t) nos pontos da partigdo, como também aproxima as derivadas de primeira e segunda ordem
de f(t) nestes pontos.

Em geral, podemos ter zy # 0 ou zy # 0. Supondo que 2y e z; sao conhecidos, devemos alterar o
sistema (28.9) adicionando o vetor zg = [—2y/6,0,...,0, —2zx/6]7 ao lado direito do sistema. Neste
sentido, podemos determinar uma spline ctibica s(t) a partir dos valores zg, 2y € f(t;) (0 <i < N).
Além disso, s(t) pode ser escrita como uma combinacao linear das fungdes splines

e 5(U(t) definida por 2o =1, zy =0 e f(t;) =0 (0 <i < N),
o sUt(t) definida por zp = 2y =0, f(t;) =1le f(t;) =0 (0<i < N,i#j),com0<j <N,
o sVH3)(t) definida por 20 =0, zy =l e f(t;) =0 (0<i < N).

Portanto, a dimensao do espago Ss(7, [a, b]) é no maximo N +3. Na Aula 29 vamos construir outro
conjunto de N + 3 splines (as B-splines) e veremos que este conjunto é linearmente independente,
confirmando que dim(Ss(7, [a,b]))=N + 3.
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Aula 29: B-Splines ctubicas

Seja B(t) a spline natural associada a parti¢ao 7 = {—2,—1,0, 1,2} que interpola uma funcao f(t)
tal que

0, =0,
1/6, i=1,
flt:) =4 4/6, i=2,
1/6, i=3,
0, =4

Sejam z; = B"(t;) (0 < i < 4). Como B(t) é uma spline natural, zy = z4 = 0. Conforme vimos
na Aula 28, os parametros z1, 2o € 23 sao solucoes do sistema linear

11410 z1 1| f(t2) =2f (1) + [ (to) | 4-2(1)+0
sl 41 2| =3 f(ts) = 2f(t2) + f(t1) =5 1—-2(4)+1
01 4 23 f(ts) = 2f(t3) + f(ta) 0—2(1)+4

Observando que h = 1, temos que

4 10 21 2 21 = 1
1 4 1 | = | —6 — 2y = —2 (29.1)
01 4 z3 2 23 = 1

Substituindo estes valores em (28.5), determinamos B(t) em cada intervalo da partigao:

o Se —2<t<—1,

(tl—t)3_ht1—t} ) [(t—to)?’_ht—to] +Ot1—t+lt—t0

B =) = O P

6 6+6_6

e Se —1<t<0,

(ty —t)> b —t (t—t)® t—t] 1ta—t 4t—1t
h T e e e e

B(t) = Ba(t) = <1>{

(-t —t _(t+13 _t+1 -t t+1 B3 4+2(t+1)3
= - — =2 2 — 44— =t+1 - ——
6 6 R A *
e Se0<t<1,
(ts —t)> t3—t (t—1ty)® t—ty] Atz—t 1t—1y
B(t) = Bs(t) = (-2 —h 1 —h -~ -
(1) = Bs(t) ( ){ 6h 5| "W | e 6 6 h 6 7
11—t _1-t ¢ ¢t 1—t 3 —2(1—1¢)3
= -2 2 —— 44—t =1t
6 "6 "6 6 "6 6 * 6

e Sel<t<2,

o0 =) = ) [EGE tt] so [EGE R G o

(2 —1t)? 2—t+2—t_(2—t)3
6 6 6 6
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Note que B(t;) = B'(t;) = B"(t;) = 0se i =0 e se i = 4. Portanto, se estendermos o dominio da
spline B(t) para |t| > 2 definindo B(t) = 0 para [t| > 2, ou seja,

(0, t < =2,
@87 te]—2 -1,
3 3
14— 820507y 211 0],
B(1) = o relmna (20.9)
£3-2(1—1)
1—t 4 220070 4 e o, 1),
oy te]—1,2,
0, t> 2,

\

a fungao B(t) ainda é de classe C? e cibica por partes, ou seja, ainda é uma spline ctibica. Note
também que B(t) é uma spline cibica em qualquer partigao do tipo

r={-M,...,—1,0,1,.... M}, M>2.

Vamos considerar agora o intervalo [0, N| dividido em subintervalos de comprimento h = 1, ou
seja, 7 ={0,1,..., N}. A partir da funcao B(t) em (29.2), definimos

Bj(t) = B(t = j +2)| - (29.3)

Por exemplo, B;(t) = B(t + 1)‘[0 ] corresponde a uma translagdo de B(t) de uma unidade para
a esquerda seguida de um corte em [0, N] (Fig. 13).

0.6/ B(t+1) .-~ "~ B A
”¢¢’ \~\ B1(t)
0 e T et ‘ ~
-3 -2 -1 0 1 2

Figura 13: Funcao By(t) = B(t + 1)‘[0 ] (linha sélida), comparada com B(t + 1) e B(t).

Lema 29.1 : O conjunto {Bj,..., Byys} ¢ linearmente independente.

Sejam ay, . ..,ayy3 tais que v(t) = a1 Bi(t) + ... + ani3Bnys(t) =0 V¢ € [0, N]. Temos que

N+3 N+3
v(t) =Y a;Bi(t) = a;B(t —j+2)
=0 =0

Lembrando que B(t) = 0 se [t| > 2, temos que B(0 — j +2) = 0 se j > 4. Portanto,
v(0) = a1B(1) + a2 B(0) + asB(—1) = a1 /6 + 4ay/6 + a3 /6.

Além disso, v"(0) = a1 B"(1) + aeB"(0) + a3B"(—1) = a1(1) 4+ as(—2) + a3(1), conforme (29.1).
Como v(0) = v"(0) = 0, obtemos as equagoes

ay +4ay+a3 = 0
{ ap — 2&2 -+ a3 = 0, (294)
que nos fornece ay = 0. Analogamente, segue das equagoes v(N) = v"(N) = 0 que
any1 +4ayi2 +tangz = 0
29.5
{ any1 —2an42 tayyz = 0, (20:5)
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que resulta em ayyo = 0. Vamos determinar as,...,ayy; por meio das equagoes v(i) = 0 para
1 <i< N —1, ou seja,

N+3
Y aiB(i—j+2) = aB(i—i—1+2)+a2B(i—i—2+2)+a,sB(i—i—3+2)
§=0

= CLH_lB(l) + CLH_QB(O) + ai+3B(—1)

= ai+1/6+4ai+2/6—0—ai+3/6:0, 1§Z§N—1

Lembrando que as = ayyo = 0, as equagoes acima correspondem ao sistema linear

[4 1 as 0
1 4 1 ay 0
1 . .
- R —
1 4 1 an 0
L 1 4 1L ZN+1 | | 0 |

Como este é um sistema linear homogéneo cuja matriz é estritamente diagonalmente dominante
(portanto, inversivel), sua tinica solugao é a3 = a4 = ... = ay = ayy1 = 0. Substituindo ay = a3 =0
em (29.4) e ayy1 = anyo = 0 em (29.4), encontramos a; = an43 = 0. Portanto v(t) = 0 implica
a; =0,1<j<N+3, ouseja, Bi(t),..., Bnys(t) sdo linearmente independentes.

Analogamente, dada uma parti¢ao uniforme 7 = {to, ..., tx} do intervalo [a, b] com espacamento
h, as fungoes

, 1<j<N+3, (29.6)

t_
Bj(t):B( ha—j+2>
[0

sao linearmente independentes. Como B;(t) € S3(7, [a,b]) e dim(S5(7, [a,b]))=N + 3, temos que as
funcoes B;(t) em (29.6) formam uma base do espago Ss(7, [a,b]). Estas fungoes sdo denominadas
B-splines ctbicas. Em geral, B-splines de grau m podem ser definidas de modo recursivo [10, Sec.
6.5].
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Aula 30: Método de Colocacao com B-Splines ctibicas

Voltemos ao exemplo de um PVC apresentado na Aula 24:

2"(t) =t — t2x(t), t €]0,1]
z(0) =0
z(1) =0,
Dada a particao uniforme 7 = {t; = jh,0 < j < N} do intervalo [0, 1] com espacamento h = 1/N,
buscamos uma aproximacao x(t) da solucao z(t) pelo método de colocacao com as fungoes de base

, 1<j<N+3,
[0.1]

¢;(t) = B,(t) = B (% i+ 2)

sendo B(t) definida em (29.2) O inconveniente desta escolha é que as fungoes do espago gerado pelas
funcoes acima nao necessariamente se anulam em ¢t = 0 e t = 1. Por isto, devemos impor as condicoes
de contorno a z(t). O método de colocacao neste caso é descrito como a seguir:

N+3 ) (t;) =2 — ap(t;), 0<i<N,
Encontrar xp(t) = Z X;0;(t) tal que zp(0) = 0, (30.1)
j=1 zp(1) = 0.

Lembremos que, dado um nimero inteiro k,

0, k<-2 0, k<-2
1/6, k=—1, 1, k=-1,

B(k)=1{ 4/6, k=0, B'(k)={ -2, k=0, (30.2)
1/6, k=1, 1, k=1,
0, k>2 0, k>2.

Como ¢;(t;) = ¢;(ih) = B (i — j +2) e ¢(t;) = (1/h?)B"(t:/h — j +2) = B"(i — j + 2)/h*,

0, j>i+4, 0, j>i+4,
1/6, j=i+3, 1/p?,  j=i+3,
¢i(t;) =4 4/6, j=1i+2, gb;’(ti) =< =2/h? j=i+2, (30.3)
1/67 J=1+1, 1/h27 Jg=1+1,
0, J<4q 0, J <
As expressoes (30.3) permitem especificar as equagoes que envolvem os coeficientes X, ..., Xyi3

em (30.1). Da condicao de contorno em ¢ = 0, segue de (30.3) que

i X;6(to) = X1(1/6) + X5(4/6) + X5(1/6) = 0.

Por outro lado, segue da primeira equagao de (30.1), com 0 <i < N, que

o) () + Bap(t) =

N+3
S X[6 () + t2(t)]) = £
7j=1
i+3
>° Xl + et = &
Jj=i+1
L, & —2 4t 12 ;
Xit1 {ﬁ + g] + Xito [ﬁ + ?} + Xiys {ﬁ + g} =
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e da condicao de contorno em t = 1,

N+3

> X;oi(tn) = Xn11(1/6) + Xn42(4/6) + Xn135(1/6) = 0.

Temos portanto o sistema linear

r 1 4 1 _ - _ _
6 6 6 X, 0
t% 1 4t§ 2 t% 1
TTR 6 R 6 a2 X t3
12 1 4t2 2 i3 1 3
¢ T2 6 W2 ¢ T2 X3 t3
o 1 MR 2 ey 1 X 13
1 AN 2 1 N+1 _
5 Tz 6 W6 T a2 + N-1
3
& + 1 ﬁ _ 2 i + 1 XN+2 5%
6 T a2 6 R 6 T n2
1 4 1 XN+3 0
L 6 6 6 1= - - -

Embora este sistema nao seja tridiagonal devido aos coeficientes A; 5 e Ay_s n da primeira e da
ultima linha da matriz acima, ele apresenta praticamente a mesma esparsidade que o sistema linear
resultante do método de diferengas finitas.

OBS: A primeira equacao de (30.1) também é imposta aos pontos extremos ty e ty, por isso é
preciso estender a equacgao diferencial do intervalo aberto |0, 1[ para o intervalo fechado [0, 1].
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Apendice A: Erro de truncamento global

Vamos retomar o estudo do erro de aproximacao e, = x(t,) — X,, abordado na Aula 5. Vimos que
e, = én + €%¢, sendo €, = x(t,) — Z(t) e €° = &(t) — X,, com Z(t) = Z(t,tn_1, X,,_1) definido como
a solucao do PVI auxiliar (5.1).

Temos que ey = 0 e, como Z(t,tg, Xg) = z(t), temos & = 0 e assim e; = e
geral €, # 0 para n > 2. Neste caso,

. Entretanto, em

én =x(ty) —T(tn) = x(tn-—1) /nlftx )dt — Z(t,—1) /nlf
= B(tas) — #tn 1)+/n F(t,2(8) — f(t, () dt
= x(tp_1) — X 14—/ ft,x(t)) — f(t,2(t)) dt
- %143["§£< ) () 30 .

sendo T = Z(t) entre z(t) e Z(t). Seja M > 0 tal que

a—i(t,x)ﬁM V (t,x) € [to, T] X IR.

Neste caso, existe uma funcao «a(t) > 0 tal que

of

3, B EH) =M —a(t).

Assim, definindo a fungao é(t) = z(t) — &(t), encontramos

&(tn) = en_1 + /t M — a(t)]E() dt,

ou seja, é(t) é a solugao do PVI
{ 10— b —atolut )

U(tn—1> = €p—1

Vamos aplicar uma separagao de varidveis no PVI (A.1):

[ [
tn_q U
log [v(t,)| — log [v(ty_1)| = —/ alt) dt < Mh
tno1
log([v(ta)|/[v(tn1)]) < Mh.
Como e® > e’ para todo a > b, temos que |v(t,)|/|v(t,_1)] < M ou em termos de é,,
18n] < |en_1|e™". (A.2)

Dado

§ = max |el*|,
0<j<n
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vamos iterar a equacao recursiva (A.2) até atingirmos é; = 0:

len—1le™" = |En 1 + ey [eM" < (J6na] + le)e” < e et + deMh
(|én_2|6Mh +56Mh)€Mh +5€Mh — |én—2|€Mh +6(62Mh +€Mh)
(’énf:s’@Mh +56Mh)€2Mh —|—5(62Mh —|—€Mh) — !énq!e?’Mh +5(€3Mh +62Mh _|_th>

. S |én7(n71)|6(n_1)Mh + 5(6(n_1)Mh I €2Mh + th)‘

€]

VAN VAN VANRVAN

Lembrando que e, = €, + €' e que é; =0
n )

lenl < lEal + len] < [en] +6

n—1 n—1 nMh
- _ ; - e -1

< Jéyle™ I)Mh+5Ze]Mh—|—5:O+5Ze]Mhzé—th_l
j=1 j=0

_ 5 eM(t—t()) _ 1

[+ Mh+ (MR)2/24..] -1

eM(t—to) _ 1 eM(t—to) _ 1 5 eM(T—to) _ 1
< 4 = < —
- (1+Mh) -1 Mh ~—h M

Vimos que, para os métodos da série de Taylor e de Runge-Kutta, e/ = O(h**1) com k > 1 para
todo n, ou seja,
3C >0, e>0 | | < CAM = CRM VY |A| <,

com C independente de n, logo podemos escolher § = Ch¥*! e assim, para |h| < e,

Chk—i—l eM(T—to) -1
h M

M(T—to) _ 1

M

(&

len] < =Cr*, C=cC

ou seja, e, = O(h*).

OBS: 1) Os passos realizados para obter a desigualdade (A.2) correspondem, essencialmente, a
demonstracao do lema de Gronwall,;

2) ao contrario do erro de truncamento local 7,,, o erro local e
estabilidade para garantir a convergéncia;

3) Lambert [11] mostra que 7, e €° tém a mesma ordem de convergéncia para uma familia
de métodos de passos multiplos (que inclui os métodos de Adams-Bashforth e Adams-Moulton).

loc

¢ nao requer a condi¢ao de
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