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Motivacao ® 00

Gostariamos de fazer o mesmo para visualizar o interior da Terra..
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Motivacao ® @O0

E se o tomdgrafo entrasse na Terra ?
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Motivacao oo o

Uma situagao mais proxima a realidade:
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Formulacao do modelo 00

Vamos restringir o dominio:
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Formulacao do modelo ®e0

Tomografia sismica de tempo de transito:

o Em vez de raios X, as fontes geram ondas
sismicas;

o Obtemos dos receptores o instante de
chegada das ondas;

Simplificacao: percurso das ondas na forma
de raios retos
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Tomografia sismica de tempo de transito:

o Em vez de raios X, as fontes geram ondas
sismicas;

o Obtemos dos receptores o instante de
chegada das ondas;

Simplificacao: percurso das ondas na forma
de raios retos

Tempos de transito:

Identificamos cada material no ponto (z,y) por meio da velocidade
v(z,y) com que uma onda sismica se propaga neste ponto.
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[
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Formulacao do modelo ®e0

Tomografia sismica de tempo de transito:

o Em vez de raios X, as fontes geram ondas
sismicas;

o Obtemos dos receptores o instante de
chegada das ondas;

Simplificacao: percurso das ondas na forma
de raios retos

Tempos de transito: e mEEE R
Identificamos cada material no ponto (z,y) por meio da velocidade
v(x,y) com que uma onda sismica se propaga neste ponto.

_ Az

At;
J v;
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Formulacao do modelo ®e0

Tomografia sismica de tempo de transito:

o Em vez de raios X, as fontes geram ondas | -
sismicas;

o Obtemos dos receptores o instante de
chegada das ondas;

Simplificacao: percurso das ondas na forma
de raios retos

Tempos de transito: =
Identificamos cada material no ponto (z,y) por meio da velocidade
v(x,y) com que uma onda sismica se propaga neste ponto.
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Formulacao do modelo ®e0

Tomografia sismica de tempo de transito:

o Em vez de raios X, as fontes geram ondas | -
sismicas;

o Obtemos dos receptores o instante de
chegada das ondas;

Simplificacao: percurso das ondas na forma
de raios retos

Tempos de transito:
Identificamos cada material no ponto (z,y) por meio da velocidade
v(z,y) com que uma onda sismica se propaga neste ponto.

1 .
ti=Y Axjs;, s = o vagarosidade
j
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Formulacao do modelo XX

Geometria: Dominio retangular dividido em blocos

0 n = n, x n, blocos retangulares;
o my fontes e m, receptores (m = my x m, raios retos;)
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Formulacao do modelo XX

Geometria: Dominio retangular dividido em blocos

0 n =n, X n, blocos retangulares;
o my fontes e m, receptores (m = my x m, raios retos;)

Sejam
0 s; : vagarosidade do j-ésimo bloco;
o t; : tempo de transito do i-ésimo raio;
0 Gy : distancia que o i-ésimo raio transita
no j-ésimo bloco.

n
tz‘ = Z A.’Eij
7=1
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Formulacao do modelo XX

Geometria: Dominio retangular dividido em blocos

0 n =n, X n, blocos retangulares;
o my fontes e m, receptores (m = my x m, raios retos;)

.......... Sejam
£ J

e 0 s; : vagarosidade do j-ésimo bloco;
o t; : tempo de transito do i-ésimo raio;
"% 0 @Gy :distancia que o i-ésimo raio transita
no j-ésimo bloco.

n
ti: E (;[.ij
j=1

Nosso problema se reduz ao sistema linear Gs =t
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Construcao da matriz tomografica

1 I
[ ]
® 3 4 ®
% % % % ]
% % %k sk
* % % %
G =
% % %k sk
% % %k %
k ko k k|
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Construcao da matriz tomografica

S

[ g11 g1z 0 0]
* * * *
G: k * k k
* * * k
k * k k
L k * * k |
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Construcao da matriz tomografica

g1 912 0 0
921 922 0 go4
G _ k * k k
* * * k
k * k k
L * * * k |

GEOL7048: Topicos Especiais em Geologia Exploratoria Il Métodos semiquantitativos 8/26



Construcao da matriz tomografica

gi1
g21
G — gs1

*

gi12
g22
g32

*
*

* % X O O O
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Construcao da matriz tomografica

g11
921
931

941
b3

*

gz 0 0
922 0 g
g2 0 0

0 943 9gua

k k k

k * k |
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Construcao da matriz tomografica

:::::::::::I::f:-‘
Lt :11'
[ g11 g2 0 0 ]
921 922 0 924
gun 0 ga3 gaa
0 gs2  gs3 0
L * * * .
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Construcao da matriz tomografica

:::::::::::I::f:-‘
_________ ) —-__\':}.
[ g1 g1z 0 0 ]
921 922 0 924
G- | 931 932 0 0
gun 0 ga3 gaa
0 gs2  gs3 0
- 0 0 963 9ge64
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Sobre a matriz G 00

Em geral, a matriz tomografica é retangular
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Sobre a matriz G 00

Em geral, a matriz tomografica é retangular

Buscamos a solugao de quadrados minimos:
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Sobre a matriz G 00

Em geral, a matriz tomografica é retangular
Buscamos a solugao de quadrados minimos:

s = min ||Gs —t|, |z|=VaTz
s€IR™

GTGas* =GTt  (equagdes normais)
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Sobre a matriz G 00

Em geral, a matriz tomografica é retangular

Buscamos a solugao de quadrados minimos:

GTas* =GTt  (equagdes normais)

Mesmo este sistema pode nao ter solugao..

o GEOL7048: Topicos Especiais em Geologia Exploratoria Il Métodos semiquantitativos 9/26




Sobre a matriz G o0

Outra divisdo em blocos:
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Sobre a matriz G o0

Outra divisdo em blocos:

1 2
3 4

® ®
5 6

GEOL7048: Topicos Especiais em Geologia Exploratoria Il Métodos semiquantitativos 10/26



Sobre a matriz G o0

Outra divisdo em blocos:

g1 gi2 0 0
921 922 0 go4
G— | 931 93 0 O
911 0 ga3 gaa
0 g2 gs3 O
0 0 ge3 gea
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Sobre a matriz G o0

Outra divisdo em blocos:

[« % x x 0 07
* *x x % 0 0
T~ | x x x x 00
G G= x x % % 0 0
00 0 O0O0O0
| 00 0 0 0 0]
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

cp 0 0 ... O
GovUsvT. TU-vv-1 s=| % U]
0 On

o1 > 09 > -+ > o, > 0: valores singulares.
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

01 0 0 0
G=UsVT, 0TU=VTV=1I §= 0 o _0 o0 ,
0 On,

o1 > 09 > -+ > 0, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:
GTGs* =Gt
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

01 0 0 0
G=UsVT, 0TU=VTV=1I §= 0 o P o0 ,
0 On,

o1 > 09 > -+ > 0, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:
(UsvhHT(wsvl)s* = wUsvh)Tt
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

01 0 0 0
G=UsVT, 0TU=VTV=1I §= 0 o _0 o0 ,
0 On,

o1 > 09 > -+ > 0, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:
VSUTUSVTs* = vSU't
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:
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0 On,

o1 > 09 > -+ > 0, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

01 0 0 0
G=UsVT, 0TU=VTV=1I §= 0 o _0 o0 ,
0 On,

o1 > 09 > -+ > 0, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:
VIVSP Vst = vIvsoTt
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

cp 0 0 ... O
G=UsvT, 0TU=VTv=1I S= 0o _0 o0 ,
0 on

o1 > 09 > -+ > o, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:

S2VvTs* = SUTt

L,;;,’R GEOL7048: Topicos Especiais em Geologia Exploratoria Il Métodos semiquantitativos 11/26




Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

01 0 0 0
G=UsVT, 0TU=VTV=1I §= 0 o _0 o0 ,
0 On

o1 > 09 > -+ > 0, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:
S*VTs* = SU"t

Se S for inversivel (ou seja, o1,...,0, > 0),
VTs' = 57107
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Decomposicao em valores singulares

Decomposigao em valores singulares (SVD) da matriz G = Gxn:

cp 0 0 ... O

_ _ _ o 0O ... O
G=UsVT, UTU=VIV=1I 5= c .

0 on

o1 > 09 > -+ > o, > 0: valores singulares.

Vamos utilizar a SVD para resolver as equagdes normais:

S2yTs* = sUTt
Se S for inversivel (ou seja, o1,...,0, > 0),
s*=VSsluTt
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Pseudo-inversa e SVD truncada

SVD:
1oy 0 o ... 0
_ 0 1l/0 0o ... 0
s =VSigTe,  S'=| /2_ e
0 1/op

o1 > 09 > --- > o, > 0: valores singulares.

Eseo.=0,0useja,o,=0,11=...0,=07
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Pseudo-inversa e SVD truncada

SVD:
1oy 0 o ... 0
_ 0 1/o0 0o ... 0
s ovsgTy g1 | O Mo _ o
0 1/op
Eseo.=0,0useja,or, =011 =...0,=07
Pseudo-inversa: -~ -
/oy 0 0 0
0 1/oy 0 0
st =vstuTt, ST = : 1o 1
0
| 0 0 0

GEOL7048: Topicos Especiais em Geologia Exploratoria Il Métodos semiquantitativos 12/26



Pseudo-inversa e SVD truncada

SVD:
s*=VSlUuTt, S~! = diag (1, i, e 1)
o1 09 On
Pseudo-inversa:
— . 1 1 1
st =vstuTt, S+=d|ag<,,..., ,o,...,o)
g1 02 Or—1
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Pseudo-inversa e SVD truncada

SVD: L .
s*=VSlUuTt, S~! = diag (, - .., )
o1 09 On
Pseudo-inversa:
— . 1 1 1
st =vstuTt, S+ = diag < ,o,...,o)
g1 02 Or—1

Dado 6 ~ 0, sejartalque o071 > 6 € o7 <.
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Pseudo-inversa e SVD truncada

SVD: L .
s*=VSlUuTt, S~! = diag (, - .., )
o1 09 On
Pseudo-inversa:
— . 1 1 1
st =vstuTt, S+ = diag ( ,o,...,o)
g1 02 Or—1

Dado 6 ~ 0, sejartalque o071 > 6 € o7 <.

Pseudo-inversa: st =V STUTt,
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Pseudo-inversa e SVD truncada

SVD:
s*=VSlUuTt, S~! = diag (1, i, e 1)
o1 09 On
Pseudo-inversa:
— . 1 1 1
st =vstuTt, S+=d|ag<,,..., ,o,...,o)
g1 02 Or—1

Dado 6 ~ 0, sejartalque o071 > 6 € o7 <.

Pseudo-inversa: st =V STUTt,
. 1 1 1 1 1 1
S*—dlag(,... e ,0,...,0)
1

) b ) ) ?
g1 02 Of—1 07 0741 Or—
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Pseudo-inversa e SVD truncada

SVD: L .
s*=VSlUuTt, S~! = diag (, - .., )
o1 09 On
Pseudo-inversa:
— . 1 1 1
st =vstuTt, S+ = diag ( ,o,...,o)
g1 02 Or—1

Dado 6 ~ 0, sejartalque o071 > 6 € o7 <.

Pseudo-inversa: st =V STUTt,

. 1 1 1 1 1 1
S*—d|ag<,,..., e ,0,...,0)
g1 02 Of—1 07 0741 Or—1
SVD truncada: sf =VS/UTt,
. 1 1 1
Si=dag|{—,—,...,—,0,0,...,0,0,...,0
‘ o1 03 O7-1
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Sistema regularizado ®0

Regularizacao de Tikhonov: dado A > 0,

G

GTayst = GTty, Gy = Mo
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Sistema regularizado ®0

Pode-se mostrar que G = U\S\ViI, com Ul U, = VIV, =Te

Sy = diag <\/a%+A2,\/a§+A2,---,\/W)

Regularizacao de Tikhonov: dado A > 0,

G

GTayst = GTty, Gy = Mo
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Sistema regularizado

O

Regularizacao de Tikhonov: dado A > 0,

G

GTayst = GTty, Gy = Mo

Pode-se mostrar que G = U\S\ViI, com Ul U, = VIV, =Te

Sy = diag <\/o—%+A2,\/a§+A2,---,\/W)

Garantimos assim que os valores singulares sao positivos, logo

Si = V)\S/\_1U§t>\
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Sistema regularizado

O

Regularizacao de Tikhonov: dado A > 0,

G

GTayst = GTty, Gy = Mo

Pode-se mostrar que G = U\S\ViI, com Ul U, = VIV, =Te

Sy = diag <\/o—%+A2,\/a§+A2,---,\/W)

Garantimos assim que os valores singulares sao positivos, logo

Si = V)\S/\_1U§t>\

Pode-se mostrar que s3 = VDUTt, D = diag <02"—+1A2, . 02"7&2)
1 n
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Resumo

SVD:
— . 1 1 1
s*=VS U’ S~! = diag <, — )
g1 02 On
Pseudo-inversa: seo; =0 para ¢ > r,
— . 1 1 1
t=—vystuTt, S+=mw<,,”, ,QHWQ
01 02 Or—1
SVD truncada: seo; < § para i > 7,
_ 1 1 1
sf =VvsjU't, S}@ag(..w ,0,.wo>
01 09 OfF—1

Regularizacao de Tikhonov:

— . o1 09 On
r =VDU"t, D =dia , s
A g<0%+/\2 o2+ A2 0%4—)\2)
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Resumo

SVD:

*=ySTlUTe,
Pseudo-inversa: seo; =0 para ¢ > r,
=VSstUTt, St = diag <

SVD truncada: seo; < 4§ para i >,

sf =VSiU't,

Regularizacao de Tikhonov:

. o o9 on
D =dia , ye e
g<a%+A2 Y. ag+A2>

sy =VDU"t,

S = diag

01 g2 Un)
2 g e ey 72
02’ 03 o2
Or—1
sy T 9 0,..., 0>
Or—1
OF1
b 2 ) 07 A 70
071
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Exemplo ®0O0

Geometria: 40x 20 blocos de tamanho 10 x 10 (m?)
31 fontes e 31 receptores

50 100 150 200

100

150

coescsssecessted

200

250

.
.
.
.
b4
.
.
b4
*
3
.
.
.
°
B3
23

400
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Exemplo ®eO

Esparsidade da matriz G (31580/720000 == 0.04)

O rPErTieictseesianivunnni ..
O LEECR P irrestesateans e, .
100 |- A TP F el rredreostnnnan i,
. S E I rirrarsineoeeeini ..
. AL resrecerieeiiveiain. .
e AR R TR P N PP
200 Menieen P rrerercreereecine a1
R, CI O FEFP I I rs s b v cuun ..
FY A Frrreerreessnnaan. . .
KOs it rasreann .. E
T rrrrrerssrs 100, -
KSR v .
ECEErrrresieees.
(s i e
FEEEFrr fe e,
(R eddde T
P S,
T e,

PR
TR YR M LR L RURANY
L AR Y
S00 | SRR IS NN NTRCALAEAE O SO
.... N LA
B R R AL L
oo L+
....... AR AL L AL LSRN Lo
....... AT AL LARL AL R e ..
o0k AR AL AR LU S
B R LA L T
...... R R LY
GOO LT AL .
R N LY
T L L R R LA T
ol TEES S U U LT
Frr L L U AR L Ny
..... ,..\\\u\n\\\\\\\\\\\\\\,\.‘ukh

200 400 E00 goo
nz=31580
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Exemplo (X X

Os tempos de transitos sao obtidos do seguinte modelo:
x (m)

? 100 200 V(m/s)

3400

3200

100

3000

2800

2600

2400

2200
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Resultados / pseudo-inversa

x (m)
P 100 v (m/s)
l 0
100
-5000
£ 500
N
-10000
300
-15000

Erro relativo: 109.22%
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Resultados / SVD truncada 'Ye)

x (m)

v (m/s) 100 v (mis)
3400 3800
4200 3600

3400
3000

3200

B

2800 3000
2600 2800

2600
2400

2400
2200

2200
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Resultados / SVD truncada

( X J
Erro relativo
G—Q
107 1
1
1
{
‘I‘I
10tF | 4
| |
|
\
|
‘x
10° =)
t
1
|
{
-1 L |
10
10713 10710 10 10°
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Resultados / SVD regularizada  eo

x (m) x (m)
v (m/s) v (m/s) 100 v (m/s)
3400 3800
3400
- 13200 3600
= 13200
3400
3000
3000 3200
2800 2800 3000
2600 2600 2800
2600
2400 2400
2400
2200 2200
2200
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Resultados / SVD regularizada oo
Erro relativo
1021 9
101 [ ZEr =9
1 00 L ‘I‘ f,.
10t ' | ‘
10713 10710 10 10°
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Gradientes conjugados

® OO

Método de gradientes conjugados para o sistema linear Az = b

To <—b—Aar;0;

Dy < To,

Repita

T+l < T + QkPy;
Tit1 < Tk — 0 Apy;

T
Tk41 Tk41.
Bk — ,,,T,’, L]
Tk

Dri1 < Tkl + BeDgs
Até que ||ri|| = ||b — Az < tol

R GEOL7048: Topicos Especiais em Geologia Exploratoria Il

Métodos semiquantitativos

23/26



Gradientes conjugados

Para o sistema AT Az = ATb, com AT A inversivel,

rg + b — Axg;
zZ0 AT’I"O;
Py < Zo0;
Repita
wi,  Apy;
o 2L

T41 & Tk + Dy
Tipyl < T — OpWE;

Zi1 — AT

T
Zk+1" Rk+1 .
Bk — sz bl
k <~k

DPi+1 < Zkt1 + Beby;
Até que |b— Axy|| < tol
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Gradientes conjugados

Em particular, seja A = G\ = [G; A\] e b = ty:

TO < t/\ — (;/\So;
Z0 G)\T’I‘O;
Py < 2o,
Repita
wy < Gopy;
szk
ap — k2
k wgwk
Sk+1 ¢ Sk + Ok Py;

Tk+1 < Tk — QpWy;

Zpp1 — G lreg

T
Zk+1" k41 .
ﬁk sz bl
k <~k

DPi+1 < Zkt1 + Beby;
Até que Ht/\ — G/\S/,M < tol
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Resultados / Gradientes conjugados

x (m)
® 100 v (m’s) v (m/s)
8 n - 13800 3400
3600 3200
100
3400
3000
3200
E
£ 200 3000 2800
2800 2600
300 2600 2400
i 2400
! 2200
W 2200 1

Erro relativo (A = 10710): 9.54% (1666 iter) e 0.21% (32000 iter)
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