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Resumo

Estas sdo notas de aula de apresentacoes realizadas em eventos do LNCC, UFBA, UFPR,
UNICAMP e UFPA desde o inicio de 2012, com apoio do INCT de Geofisica do Petréleo.
Primeiro sera apresentada a teoria e implementacao do método de elementos finitos com fungoes
de base lineares por partes para a equacao do potencial elétrico 2D. Este método é entao
estendido para a forma vetorial, de modo a contemplar as equacoes de Maxwell no regime
harmoénico. A versao vetorial deste método produz solugoes espurias em baixas frequéncias,
mesmo se a malha for refinada. Isto motiva a introducdo dos elementos finitos de arestas (edge
elements), uma das alternativas para contornar este problema. Em seguida, serd tracado um
panorama da pesquisa na area de métodos numeéricos para as equagoes de Maxwell.
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1 Introducao

As equacoes de Maxwell servem como modelo para uma vasta gama de fenomenos eletromagnéticos,
tais como comunicagao sem fio, exames médicos nao-invasivos, e o levantamento nao-destrutivo do
subsolo por meio de técnicas geofisicas como GPR e CSEM, entre outras. As equagoes de Maxwell
sao formadas pelo seguinte conjunto de equacoes:

D
Ei?_t —VxH+J=0 (Lei de Ampere-Maxwell),
B
aa—t +V x E =0 (Lei de Faraday), (1)

V-D =p (Leide Gauss),
V-B =0 (Leide Gauss do magnetismo),
sendo que temos as seguintes variaveis:
e E: campo elétrico;

e H: campo magnético;

D: inducao elétrica;
e B: inducao magnética;

J: densidade de corrente elétrica;

p: densidade de carga elétrica.

Note que, exceto pela densidade de carga elétrica, todas as variaveis sao campos vetoriais. A forma
simbdlica do operador nabla foi utilizada para representar os operadores rotacional e divergente, ou
seja, V x u e V - u denotam rot w e div u, respectivamente. A préxima secao faz uma breve revisao
de calculo vetorial.

As equagoes de Maxwell sao complementadas por equagoes constitutivas, que levam em conta as
caracteristicas do meio sob estudo. Em particular, vamos assumir as seguintes relagoes constitutivas

lineares:
D=e¢-E, B=up-H.

Os tensores de segunda ordem € e p sao denominados tensor de permissividade elétrica e tensor
de permeabilidade magnética, respectivamente. Vamos consderar inicialmente o caso isotréopico, em
que estes tensores sao respectivamente dados na forma matricial por

e(x) O 0 p(e) 0 0
e—e@)=| 0 @) 0 |, p=p@)=| 0 p@) o0 (2)
0 0 el 0 0 )

Substituindo (2) as equagdes constitutivas em (1), eliminamos os campos de indugao:

VXH—ea—E:J
ot
oOH
ptnlad E —
rn +V x 0 (3)
V-(eE)=p
V- (uH)=0



1.1 Calculo Vetorial 3D

Vamos revisar algumas propriedades e operagoes elementares da algebra e céalculo vetorial em trés
dimensaes. O produto vetorial de dois vetores w = [u1, us, us]’, v = [v1,v2, v3]T é dado por

UXv= [Uzv3 — U3V2, U3V1 — ULV3, U1V — U2U1]T = (UQUs - U3U2)’i - (U3U1 — U1Vs3, )j + (U1U2 - U2vl)k,

e usualmente é representado como o determinante de uma “matriz” 3 x 3:

i § k
UXV=| U Uy U3
U1 V2 Us

Nesta mesma representacao, o produto misto de w, w e w = [wy, wy, ws]” é dado por

wp w2 wWs
(w,u,v) =w-(uXv)=| uy uy us
U1 V2 Vs

Os trés operadores diferenciais béasicos do calculo vetorial sao o gradiente, o divergente, e o
rotacional, que sao dados em coordenadas cartesianas por

grad ¢ = [0.0,0,0,0.¢]",
divv = 0,v; + 0yve + 0,03, (4)
curlv = [0yv3 — 0,02, 0,01 — 043, Oy — ayvl]T,
sendo que 0., 0, e 0, denotam as derivadas parciais com respeito a z, y e z, respectivamente. Con-

siderando a representagao vetorial simbdlica V = [d,, 8y, ;] do operador nabla, podemos escrever
os operadores (4) com o auxilio de operadores algébricos:

8x ax U1 { J k
gradop= 1|0, |¢=Ve¢, divv= |0, |-| v | =V-v, cwrlv=|09, 0, 0, | =V xo.
0. 0. U3 U1 V2 Us

Esta notacao permite usar as propriedades dos determinantes para verificar facilmente diversas
propriedades; em particular,

8, 8, 0. i § k
V- (Vxv)=(V,V,o)=|08, 8, 0. |=0, Vx(Vo)=| 0, 8, 8. |=0. (5
V1 Uy Vs a&?Qb ayd) azd)

Segue de (5) que

e Sew=Vxwv,entao V-w =0

e Scw=V¢p, entaoVxw=0

Além disso, a reciproca vale para dominios simplesmente conexos (Bossavit, 1998), ou seja,

w=Vxv <= V-w=0 (6)
w=V¢ — Vxw=0

Em geral, temos a decomposi¢ao de Helmholtz (Girault and Raviart, 1986; Monk, 2003) de um
campo vetorial w em termos de um potencial vetorial v e um potencial escalar ¢,

w=V xv+ Vo, (7)

em que o temo do potencial vetorial é solenoidal (de divergente nulo) enquanto o termo do potencial
escalar é irrotacional.



1.2 Interpretacao das Equacoes de Maxwell em Meios Homogéneos

Utilizando as propriedades apresentadas na secao anterior, veremos uma interpretacao fisica das
equagoes de Maxwell para meios isotrépicos e homogéneos, conforme Guerreiro (2004). O modelo de
meios isotrépicos e homogéneos corresponde a € e p constantes em (2). Neste caso, a versao isotrépica
(3) das equagoes de Maxwell se torna

VxH—ea—E = J
ot
o0H
— E =0
M@t +V x
eV-E = p
uV-H =

Assumindo p > 0, temos V - H = 0, e segue de (6) que existe um potencial vetorial A tal que

H =V x A. Assim,

OF
A = oL
V xV x J+€8t’
0A
VXxFE = _MVXE’ (8)

V-E = ple
No regime estatico, o campo elétrico e o campo magnético se desacoplam:

VXxVxA = J,

VxE = 0,
V-E = ple
Como V x E = 0, temos de (6) que existe um potencial escalar ¢ tal que E = V¢. Entretanto,
para a correta interpretagao da funcao ¢ como potencial elétrico, vamos utilizar E = —V¢. Assim,
VxVxA = J, (9)
—A¢ = ple.

Os sistemas (8) e (9) podem ser interpretados da seguinte forma: no regime estatico (9), as fontes
do campo elétrico E sao cargas elétricas, e as fontes do campo magnético H sao correntes elétricas.
No regime de propagacao de ondas, a oscilacao de E gera uma fonte adicional em H, e vice-versa.

2 Equacao do Potencial Elétrico

Vamos derivar, a partir das equagoes de Maxwell, a equagao do potencial elétrico segundo Dey and
Morrison (1979); ?. Tomando a derivada temporal da terceira equagao de (3), a lei de Gauss, obtemos

OF dp

Vamos isolar %—‘f da primeira equacao de (3) e substituir na equagao acima:

p _

at—V-(VXH—J):V-(VXH)—V-J.



Segue de (5) que

_ 9p
—VeJ = o (10)

A equagao (10) é conhecida como equacao de continuidadade ou de conservagao de carga. Vamos
substituir em (3) a lei de Gauss pela equagao de conservagao de carga (10):

VxH—ea—E:J
ot

0H

— +VXE=0
ot T
dp
_v.J=2L
ot
V. (uH) =0
Vamos agora expressar a equagao de conservagao de carga em termos da corrente elétrica (Ward
and Hohmann, 1988):

) :/ J(ac,t)-ndF:/V~J(a:,t) i = — [ Pz
o0 Q Q ot
Em particular, para uma fonte pontual p(x,t) = p,(t)dz,(x) temos que Op,(t)/0t = —I(t).
Assumindo que dp(x,t)/0t = —1,04,(x) = —f(x) e considerando um regime de baixas frequéncias
(de modo que OFE/0t,0H /0t ~ 0), obtemos
VxH = J
VxE =0
V-J = f(z)
V- (uH) = 0

Como na se¢ao anterior, os campos elétrico e magnético se desacoplam. Daqui em diante, vamos
considerar apenas as equagoes para o campo elétrico. Por outro lado, V x E = 0 implica a existéncia
de um potencial escalar ¢ (o potencial elétrico) tal que E = —V¢ (lembrando da convengao do sinal
negativo). Assim,

E = —-Vo¢ (11)
V-J = f(z)
Vamos considerar uma equacao constitutiva adicional, a lei de Ohm J = ¢ E. Substituindo a lei de
Ohm na segunda linha de (11) e substituindo em seguida E = —V ¢, obtemos a equacao do potencial
elétrico:
=V (o(x)Vo(x)) = f(x). (12)

Em constraste com as equagoes de Maxwell, que sdo equagdes vetoriais, a equacao (12) é escalar,
e sera nosso ponto de partida para estudar a aproximagao de problemas de valores de contorno pelo
método de elementos finitos. O objetivo serd, até o final desta se¢ao, aproximar a solugao do seguinte
problema de valores de contorno envolvendo a equacao do potencial elétrico:

=V (o(x)Ve(z)) = f(®), =eQ
o) =0, zely (13)
ng)(a:)n:(), CEEFQ, Flufgzﬁﬂ,
sendo 2 um conjunto aberto, limitado e simplesmente conexo do IR2.
OBS: Recomenda-se cuidado na leitura dos artigos cldssicos neste tema. A equacao (10) é

apresentada com um sinal oposto por Dey and Morrison (1979), enquanto em Snyder (1976) falta
um sinal em um dos passos da deducao da equagao (12).

>



2.1 Formulacao Variacional

Para construir uma aproximagao do PVC (13) método de elementos finitos, precisamos encontrar a
formulacao variacional deste problema. Vamos primeiro considerar o seguinte exemplo unidimensio-

nal:
{ —u"(z) = f(z), 0<x<l1
u(0) =u(l)=0

Se f for uma funcao continua, a solugdo do problema (14) pertencera ao espago

(14)

V = {ue C?*([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.

Vamos multiplicar a primeira equacao de (14) por v € V e integrar no intervalo [0, 1]:

/01 —u"(z)v(z) do = /01 f(x)v(z) dx

Integrando por partes e levando-se em conta que v(0) = v(1) = 0, obtemos

—u'(1)v(1) + 4'(0)v(0) —1—/0 u (x)0 (z) de = /0 f(x)v(z) dx

/0 @ () de = /0 ' F@yo(e) dr

De acordo com a equacgao acima, podemos tomar v e v em um espaco vetorial mais geral que V:

V = {veL201 }/ )2 dx < oo, v(0) = (1):0},

sendo L?([0,1]) o espago das funcoes de quadrado integrdvel (no sentido de Lebesgue) no intervalo
[0,1]. A formulagao variacional do PVC (14) é dada por: encontrar u € V' tal que

/ dx—/f z)dex YoveV.

Voltemos ao problema (13). Dado u :  — IR, vamos definir

fulo = ([ Iuta |2dsz) "
b = ([ Vul@) vute) do) T ([ 1wute)an) "

1/2
s = (lull2+ [u2)>.

Vamos considerar os seguintes espagos:
LX) = {v:Q— R||ull< oo},
H'(Q) = {v:Q— R||ul; < oo}.

SejaV = {v € H'(Q) | v|r, = 0}. Vamos seguir o mesmo procedimento do caso 1D, multiplicando
a primeira equagao de (13) por v € V e integrando em 2

- [V e@vo@a = [ fep) o (15)



A operacao analoga a integracao por partes serd efetuada por meio do Teorema da divergéncia
de Gauss:

/QV-F(az)dQ:/FF(a:)-ndF

Em particular, escolhendo F' = 0V ¢uv, obtemos

/QV (o(x)Vo(x))v(z) d2 = /

A v(x)o(x)Vo(x) - ndl — / o(x)Vo(x) - Vo(x) dQ

Q

Mudando o sinal da igualdade acima, e usando o fato que v|r, = 0, encontramos

— /Q V- (o(x)Vo(x))v(x) dQ = _/r v(x)o(x)Ve(x) -ndl + / o(x)Vo(x) - Vu(x) dQ

Q

Como V¢ - n|r,= 0, segue que

- /Q V- (o(x)Vo(x))v(x) dQ = / o(x)Vo(x) - Vo(x) d (16)

Q

Temos de (15) e (16) que

/Q o(@)Vé(@) - Vola) d2 = /Q F@)o(x) d
Definindo
a(u, v) = /Q o(@)Vu(@) - Vo@) dY o Fv) = /Q f@)o(x) do,
chegamos a formulagao variacional de (13): encontrar ¢ € V tal que
a(¢,v) = F(v) VoeV={ve H (Q)|vlr, =0}. (17)
Pode-se mostrar que a(-,-) é uma forma bilinear e F(-) é um funcional linear limitado. Além

disso, a(-,-) é coerciva e limitada, ou seja, existem C; e Cy tais que a(u,u) > Cyllullf e a(u,v) <
Colfully[|vlly-

2.2 Método de Galerkin

Vamos agora discretizar a formulacdo variacional de (17). Dados vy, vy, ...v, € V, linearmente
independentes, vamos definir o seguinte subespaco vetorial de V':

Vi, =span{vy,...v,} = {u e V| u(x) = wvi(x) + ... + uyv,(x)} .
O Método de Galerkin consiste em encontrar ¢, € V), tal que
a(¢h, Uh) = F(’Uh) Yo, € Vi (18)

Para que ¢, € V},, devemos ter
on(x) = Z ojvi(x) (n incognitas).
j=1

Escolhendo v, = vy, ..., v, em (18), obtemos as seguintes n equagoes:

a(op,v;)) = F(v;), 1<i<n.

7



Substituindo ¢, e usando a linearidade de a(-, ), chegamos ao seguinte sistema linear:

n

Za(vj,vi)gbj = F(vy;) 1<i<n,

i=1

ou na forma matricial, Az = b, com A;; = a(v;,v;), v; = ¢; e by = F(v;). Para analisar a relacao
entre ¢ e ¢p,, vamos escolher v = v, em (17):

a(o,v,) = F(vp) Vo € V. (19)
Subtraindo (18) de (19) e usando a linearidade de a(-, -), obtemos
a(p — ép,vp) = 0 Yo, €V
Assim,

a(gb - ¢ha Cb - ¢h) = CL(¢ - ¢h7 Qb—Uh + Up — ¢h)
= a(¢ — n, ¢ —vn) + al(¢ — dn, v — Pn)
= a(¢—dn, ¢ —vn) +ald— dn.vn — On) = ald — G, & — vp).

Como a(u,u) > Ciljul} e a(u,v) < Collulli]|v],
Cillg — onlli < ald — dn, ¢ — ¢1) = a(dp — dn, & — vn) < Calldp — dnll1]]¢ — vallr-

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por Ci|[¢ — ¢p]|1, encontramos

C
¢ — onll < —j||¢ — unllx

Como vy, € V}, foi arbitrario, temos que
Cy
— < min —|{|¢ — vul|1. 20
6= énlls < min ZE6 = wal, (20)

2.2.1 Métodos de Elementos Finitos

Os métodos de elementos finitos pertencem a categoria do método de Galerkin. Na versao clédssica
desta classe de métodos, o espago V}, é gerado por funcoes de base nodais Ny, ... N, associadas a uma
discretiza¢ao do dominio Q2. Nos exemplos a seguir, vamos considerar o dominio 2 = [0, 1] x [0, 1].
Vamos particionar o dominio 2 em malhas triangulares (Fig. 1) e associar uma fung¢ao de base a
cada vértice da malha (exceto pelos vértices localizados em I'y).

Dados os vértices x1, ..., x,, escolhemos Ny,... N, tais que, para cada 1 < i <n,

e N;(x) é continua;

e N;(x) é um polinémio de grau 1 em cada triangulo, ou seja, N;(x,y)

k.= a° + b°x + cy;

1, i=j

Note que cada funcao N; se anula nao somente nos pontos x,; para j # ¢, mas também em
qualquer ponto que nao pertenga a uniao dos triangulos que contém o vértice x; (Fig 2).

Vamos agora caracterizar o espago Vj, como um espago de interpolacao polinomial por partes.
Dada f(x), sejam f1 = f(x1),..., fo = f(x,) €

f(®) = fiNi(z) + foNa(x) + ... + fua Npa () + fuNo()

8
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Figura 1: O dominio {2 e uma malha triangular associada a este dominio.
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Figura 2: Funcgoes de interpolacao de Lagrange continuas e lineares por partes.

Figura 3: Da esquerda para a direita: funcao f; f; = f(=x;) paraj=1,..., n; funcao f.



Temos que f € V;,. Além disso,
flm;) = ZfiNi(CCj) = Zfifsij = f; = f(x)).
i=1 i=1

Assim, f(x;) = f(x;), ou seja, f interpola f em x1,...x, (Fig. 3).
Temos de (20) que

C .
¢ — dnllr < —fHaS — ol

1ogo, ||¢ — ¢|ly = 0 = [|¢ — éu]1 — 0. O método de elementos finitos se beneficia de resultados da
teoria de aproximagao a respeito da convergéncia de funcoes interpolantes.

2.2.2 Implementacao do Método de Elementos Finitos

O método de elementos finitos pode ser implementado seguindo os seguintes passos:
1. Geragao da malha
2. Célculos no elemento de referéncia
3. Algoritmo de montagem
4. Solucao do sistem linear

5. Visualizacao, pds-processamento

2.3 Geracao da Malha

Vamos ilustrar a etapa de geracao de malhas utilizando o pacote triangle. Este pacote permite a
geracao de malhas triangulares para dominios bidimensionais, e esta disponivel na pagina
http://www.cs.cmu.edu/ quake/triangle.html.
Vamos primeiro considerar meios homogéneos (ou seja, o constante em (13)). O gerador de malha
deve fornecer os seguintes dados:

e Numero de vértices;

Coordenadas dos vértices;

Nimero de elementos (ntimero de triangulos) ;

Matriz de conectividade dos elementos;
e Identificacao dos vértices na fronteira.

Para utilizar o pacote triangle, devemos criar um arquivo de entrada com informagoes basicas da
geometria do dominio, como no exemplo a seguir:

10


http://www.cs.cmu.edu/~quake/triangle.html

quad.poly: geracao de uma malha em um dominio quadrado

Numero de vertices, dimensao (2), numero de atributos e
e numero de ident. de fronteira (1: Dirichlet; 2: Neumann)

201

Vertices

[l i SIS

[SEE N S
S

Linhas (sobretudo do contorno)

1

121
231
341
411

Numero de furos no dominio (seguido pelas coords)

Numero de sub-regioes (seguido pelas coords)

O H FTHOHFHFHHRPWNE D HTHRHFPPWNE T HHPDHFHFFHR®

Executamos o triangle numa janela de Terminal com o seguinte comando:
./triangle -qANG -aA INPUT.poly
sendo que:

e ANG: angulo minimo dos triangulos (ex: 30 (30°));
e A: drea maxima dos triangulos (ex: 0.01 (0.01u.a.));
e INPUT: nome do arquivo de entrada (extensao .poly).

O arquivo de entrada ilustrado acima foi salvo com o nome quad.poly. Executando o comando
./triangle -q -a0.2 quad.poly, obtemos os seguintes arquivos de saida:

quad.l.node: quad.1.ele:
9 2 01

1 0 0 1 8 3 0

2z o1 1 1 8 3 5
3111 2 6 1 s
4 10 1 3 s 9 2
5 0.5 0.5 0 4 5 > 6
6 © 05 1 5 5 1 7
7 05 0 1 6 - 1 5
8 1 05 1 5 5 4 3
9 0.5 1 g s 3 9

# Generated by ./triangle -q -a0.2 quad.poly # Generated by ./triangle -q -a@.2 quad.poly

Do arquivo quad.l.node, extraimos os seguintes dados:
e Numero de vértices: 9
e Coordenadas dos vértices: [0,0],[0,1],...[0.5,1]

e Identificacao dos vértices na fronteira: [1,1,1,1,0,1,1,1,1]

11



2 3
5

6 8

1 7 4

Por outro lado, o arquivo quad.1.node fornece:

e Numero de elementos: &

8 6 5 5
e Matriz de conectividade: 319 3
5 5 2 9
2 ? 3
3 8
4 5 1
6 8
2 7
5 6
1 7 4

OBS: o comando triangle dispoes de mais opgoes, descritas na péagina do pacote. Um aplicativo
adicional que acompanha o triangle (showme) permite visualizar a malha gerada. Executamos este
comando do seguinte modo:

./showme INPUT.poly

2.4 Calculos no Elemento de Referéncia

Vamos denominar elemento de referéncia o triangulo K definido pelos vértices &1 = (1,0), &a =
(0,1), &3 = (0,0). Vamos escrever a transformacao do tridngulo de referéncia K para um triangulo
arbitrario de vértices a1, &2, &3 na forma

{ r(2,9) = 21 Al(f’z“,@) + 932](72(937@) + $3N3(i"7ﬁ),
y(‘fi'ag) = ?/1N1<§7a?9) + y2N2(§j7Q) + y3N3(j:7y)7

®
Il
8
=
&
_|_
8
[N}
[\:2>
®
_l’_
8
w
=
®

ou vetorialmente, x(

=

12



Vamos determinar as funcdes N; acima. Para que (&) = &;, vamos impor
Ni(#1) =1, No(@1) =0, Nj(@1)=0.
Analogamente,

x (o) = Ty = Nl(m2> =0, No(z2) =1, N3($C2) =0,
0,

x(&3) = 3 = N (d&3) = Ny(ds) =0, Na(ds) = 1.

Portanto, N;(&;) = 6;;. Seja Ni(&) = Ni(&,9) = a* +b'd + c'g. Impondo Ny (&;) = 6y, obtemos
a +b'(1) +cH0) =1 bt =1
a'+ o' 0)+c(1)=0 =< =0
al +b1(0) 4+ cH(0) =0 a' =0,

ou seja, N (Z,9) = 2. As fungdes Ny e N3 sao obtidas de forma andloga, de modo que ao final,
encontramos:

Ni(#,9) =&, No(@,9) =9, Na(@,9) =1-&-3. (21)
OBS: A transformacao & = x(x) ¢é linear, i.e., existe uma matriz Jx e um vetor x, tais que
Vamos supor inicialmente que 2 = K e I' = T'y. Neste caso, V}, = span{ Ny, Ny, N3}. Como
ey ) L= Gy ) Li=7]
Niw) = e ={ o 1ZE m@)={ gy 7

temos que N;(x(a;)) = Ni(z;) (j = 1,2,3), ou seja, N; oz e N; coincidem nos vértices de K. Como
N; e N; sao fungoes de grau 1, X )
Ni(xz(x)) = N;(z) Vaek.
Além disso (vide, por exemplo, Jin (2002)), a relacao entre os gradientes de N; e N; é dada por

VN;(x(&)) = J'VN;(z).

Vamos aproximar f(z) pelo seu interpolante linear f (x) = Z?=1 fiN;(z)'. Assim,

/Kf($>Nz(w) dQ) =~ ij/KNj(w)Ni(m) dQ
= ZfJ/N (&) Ni(a(2)) | T |d2 = ZL/N (&) N (&) | Jxc|dS2.

Por outro lado, tomando a aproximacdo o(z) |k~ o,

/K o(z)Vu(x) - Vo(z) dQ ~ ok / (J'VN;(&)) - (J VN (&)) | Tk |dS2.

K

As integrais acima podem ser calculadas por meio de quadraturas:

| S@Ni@) it~ ZN i) il (22)

Nint

/K (J&'"VN;(@)) - (' VNi(®)) [Tk ~ > (T VNi(B) - (T VNi(By) [T,

=1

'H4 abordagens mais adequadas no caso em que f(x) é uma fonte pontual ???.
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sendo p, e w; os pontos e pesos de integragao, respectivamente. Por meio das equagoes (22), todos
os calculos passaram ao dominio de referéncia, facilitando sua automatizacao.

OBS: Para fungoes de base de ordem mais alta, |Jx| = |Jx(D;)|-

OBS: E possivel usar p, = &; (ex: Komatitsch e Tromp, 1999)

2.5 Algoritmo de Montagem

O algoritmo de montagem estende a técnica acima para malhas compostas por mais de um elemento.
Este algoritmo é baseado nas seguintes observagoes:
Fato 1: se a malha possui N, elementos K7, ... Ky,

/f ) dQ = Z f ) dQ = Z/f D] k.| d2

Fato 2: Sejam Ny(x), N5(x), N5(x) as funcoes de base caso @ = K° As funcoes de base
Ni(x), ... N,(x) sao ligadas a Nf(x), N§(x), N§(x) por meio da matriz de conectividade

Para ilustrar o Fato 2, vamos considerar a fungao Nj(x) restrita ao elemento K; do exemplo
utilizado para ilustrar a geracao de malhas (ver Fig. 4).

b4 ° 3

1 7 4

Figura 4: Vértices associados a funcao global N5, quando restrita ao elemento de indice 1.

A fungao Nj(x) restrita ao elemento K satisfaz
N5($5) = 1, N5($3) = O, N5<.’L'8) =0 (23)

Por outro lado, a base local no elemento K, satisfaz

Ni(zy) =1, Ni(xz3) =0, Ni(z3)=0
Ny(®1) =0, Ny(my) =1, Ny(w3) =0
Ny(wy) =0, Ng(xy) =0, Ni(xi) =1
Da matriz de conectividade
8 6 5 5
M=1]13 19 3,
5 5 2 9
temos que
T} =Tg, Ty=T3, T3=T;s
Substituindo na base local no elemento Kj:
Ni(xg) =1, Ni(x3)=0, Ni(xs)=0
Ni(xg) =0, Nj(xsz)=1, Njy(xs)=0
Ni(ws) =0, Ni(wg) =0, Ni(as)=1



Comparando com (23), concluimos que N5(x) |, = N3 (), ou seja, Nus,, (€) |k, = N (x). Em geral,

N () [k = Ni ().

Porém, a relacdo Ny, () = Nf(x) somente é vélida se [' = I'y. Assim, em geral, precisamos
acrescentar um vetor (ID) que identifique se um vértice pertence a I'y:

Nipou, ) (x) = N (). (24)

Seja J, o jacobiano da transformacdo de K para K.. Levando-se em conta (22) e (24), temos o
seguinte algoritmo:
parae = 1...N.:

parai,j =1...3:

3 Nint
calcule FI(Nf) = Z I3 Z N;(P)Ni(py) |Jxc[wi
=1 =1

calcule a(N7, NY) = o Z(J;(lvjvj(ﬁz)) (g VNi(B)) | T [w
=1

se I =ID(M;,.)#0e.J=1ID(M,,) #0,

CL(N[,NJ) = CL(N[, NJ) + Q(Nie, N]e)
F(Np) = F(Ni) + F(N)

2.6 Experimentos Numéricos
2.6.1 Exemplo 1: solucao conhecida
Neste primeiro exemplo, usamos uma fonte nao-pontual:
—V - (Vo(x)) = sin(mz)sin(ny), =€
¢|r 0

Esta fonte foi escolhida de modo que a solu¢ao exata fosse ¢(z,y) = 5 sin(mwz)sin(ry). Con-
siderando as malhas da Fig. 5, obtemos as solugoes apresentadas na figura 6. A regularidade da
funcao f e a simplicidade das condi¢oes de contorno tornam o problema simples para o método de
elementos finitos, que fornece uma boa aproximacao da solucao exata em ambas as malhas.

NN LN
oSS AK] AKX KD
S KRR
SRR A O
DA N4 KRR
SRR PN N AT SN
RN ARSI AR ELOK]
RSN RIS SR
A AR A ISKIASEIN
RGN IROGI
AN O At aval Ay yprivess
ARSI ONAAX KK
PR RSB RARIONSEATRAEX
SRS PRI P OISR
RS KAHKIAS SISO
ARG AKISA DRSSP S
KRR I PN SR SN
SOOI R BERIPAIIENAE
P IS RIS
Yavy AN EDA S
SRR SO R LA el
/N
Aﬁh {

Figura 5: Malhas utilizadas no Exemplo 1.
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Figura 6: Exemplo 1: Solucao exata (topo) e aproximagao por elementos finitos na malha grossa
(esquerda) e na malha fina (direita).

2.6.2 Exemplo 2: Potencial Elétrico

Vamos agora considerar um exemplo relacionado ao modelo de potencial elétrico. Na geracao da
malha, realizamos um refinamento na vizinhanga da fonte (Fig. 7).
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Figura 7: Configuracao geométrica e malhas utilizadas no Exemplo 2.

A figura 8 mostra os resultados obtidos na malha fina e na malha grossa.

2.6.3 Exemplo 3: Potencial Elétrico em um Meio Heterogéneo

Vamos tornar heterogénea a condutividade elétrica do exemplo anterior, definindo o(x) = 1000 no
interior do poligono ilustrado na Fig. 9 e o(x) = 1 no restante do dominio. Identificamos a condu-
tividade em cada elemento no arquivo de entrada para o pacote triangle, definindo um subdominio
para cada valor de o.

A solugao por elementos finitos é exibida na Fig. 10. Comparando-a com a Fig 8, observa-se uma
reducao do potencial eletétrico na regiao da heterogeneidade.
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Figura 8: Exemplo 1: Solu¢ao na malha grossa e na malha fina.
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Figura 9: Malhas utilizadas no Exemplo 3.

Figura 10: Solucao na malha grossa e na malha fina.
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3 Equacoes de Maxwell no regime harmoénico

Vamos estender o método de elementos finitos utilizado na equacao do potencial para as equacoes
de Maxwell. Por simplicidade, vamos permanecer em dominios bidimensionais e considerar o regime
harménico no tempo: dada uma frequéncia angular w, vamos tomar E(x,t) = E(x)e™!, H(x,t) =
H (x)e™!, ..., de modo que as equagoes (3) se transformam em

V x (He™') — e%(EeM) = Je

u%(ﬁem) +Vx (Be“) = 0
V- (EEeiwt) _ ,5€th
V- (uHe™') =

Simplificando as equacoes acima e dividindo por €™, encontramos

VxH+ivwE = J

—iwpH+V xE = 0 (25)
V-(eE) = p
V-(uH) = 0

Vamos considerar a relagao constitutiva J=cE+J «, sendo que o primeiro termo corresponde
alei de Ohm e J, ¢ a densidade de uma fonte externa de corrente (vide, por exemplo Monk (2003)).
Assim, a primeira equagao de (25) se reduz a

V x H + iweE = cE+J,
VxH+iwe+ioc/wE = J,

Obtemos assim as equagoes de Maxwell de primeira ordem no regime harmonico:

VxE—iwpH =0 V- (E) =)
iwe+io/VE+VxH =J, V.- (uH) =0

Vamos eliminar o campo magnético. Multiplicando a primeira e a segunda equacao por u~! e iw,
respectivamente, e tomando o rotacional em ambos os lados da primeira equagao, obtemos
Vx(u'VxE) =iwVxH
—w(e+io/w)E + iwV x H =iwd,
Segue que ) X R
—w(e+io/W)E+V x (n7'V x E) = iwd,,
Estas sao as equagoes de Maxwell de segunda ordem no regime harmonico:

~

Vx (W 'VxE)—w%E=F, F=iwl], é=c+i (26)

SRS

OBS: convém normalizar as equagoes (26) com respeito as constantes no vacuo (e, o)
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3.1 Formulacao Variacional

Vamos encontrar a formulagao variacional de problemas de valores de contorno associados as equacoes
(26). Consideremos o seguinte problema:

Vx(u'VxE)—w%E =F, zcQ
{ (u ) —w x 27

Exn =0, xeTl
Um meio no qual o campo elétrico satisfaz a condicao de contorno E X n é conhecido como
condutor perfeito (Monk, 2003). Vamos buscar solugoes para o problema (27), no seguinte espago

vetorial:
V ={F € H(curl,Q); E xn =0 sobre I},

sendo que o espago H(curl, Q) é definido (no plano complexo) como
H(curl, Q) ={E:Q = C?* V x E € L*(Q) x L*(Q) x L*(Q)}.

Vamos considerar também o seguinte produto interno complexo:

(u,v):/u-de:/ETudQ.
Q Q

Tomando o produto interno com v € V' em ambos os lados da primeira equagao de (27), encon-
tramos

(Vx (1'V x E),v) — w*(€E,v) = (F,v)

Para efetuar a operacao correpondente & integracao por partes, vamos precisar do Teorema de
Stokes em R3:

/Q(VXU)-de=/Qu-(V><v)dQ+/(n><u)~vdF

r
Como n X u se anula na fronteira,

/Q(qu)Mde:/u‘(va)dQ, (28)

Q

ou (V x u,v) = (u,V x v) em termos do produto interno. Tomando u = p~'V x E, chegamos a
seguinte formulacao variacional: encontrar E € V tal que

(1 V x E,V x v) —w*(EE,v) = (F,v) YveV. (29)

3.2 Formulagao Variacional no Plano

Para adaptar a formulacao variacional a R?, vamos escrever campos vetoriais no plano da seguinte
forma:

U Uy V1

u:u(x,y)—{ul}: us |, v=v(zr,y) = | v

2 0 0

Temos que

99
0 0 0 dy
UXv= 0 , Vxu= 0 ., Vx |0] = _%
U2V1 — ULV %_%_Uyl (b 0
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Isto motiva o uso as seguintes notagoes, compartilhadas por diversos autores (Monk (2003);
Ainsworth and Coyle (2001); Kikuchi (1989), por exemplo):

B C Ouy Owy 99 991"
U X V= Uyl — U V2, VXU_@J; oy quﬁ_{ay, 5| (30)

Substituindo u = [0,0,&]" em (28), com & = p~'V x E, obtemos
/VX (u‘1V><E)-de:/va(u‘1VxE)dQ,
Q Q

ou seja, (V x (u'V x E),v) = (u7'V x E,V X v), o que nos d4 uma formulagao variacional na
mesma forma que em (29). Explicitando as componentes vetoriais, a formulacao variacional é escrita
como: encontrar [Ey, Ep]T € V tal que

OF OF 0 0 . .
(;fl (8—; — 8_y1> , (% — a—vyl)) —wz(eEl,vl)—wQ(eEg,vg) = (F1,v1)+(Fa,v9) ¥V [vl,UQ]T cV.

Para expressar as condig¢oes de contorno em dominios do plano, convém observar que a relagao
entre o vetor normal exterior 1 = [ny,ny|7 e vetor tangente com orientagao positiva t = [—ng, ny] no
plano é dada (vide Grote et al. (2008) e Fig. 11), de acordo com as notagoes (30), por

v-t=v Xn.

=l
=]

Figura 11: Vetor tangente com orientagao positiva (no sentido que n x t > 0).

Vamos considerar o dominio quadrado exibido na Fig. 1. Temos que, no lado inferior da fronteira,
E x n, = Etl = (El,EQ) . (1,0) :El-
Analogamente, para os lados inferior, esquerdo e direito, obtemos, respectivamente,

EXTLQ = E'tQZ(El,EQ)'<—1,O):E1,
EX’I’Lg = Et3: (El,EQ)'(O,—l):EQ,
EX’I’L4 = Et4:(E1,E2)<O,].):E2

Portanto:
E xn=0 sobre' — E; |F1: E; |F2: FEs |F3: Es |F4: 0. (31)
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f

Figura 12: Vetores tangentes a fronteira de um dominio quadrado.

3.3 Meétodos de Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o mesmo tipo de fungdes de base do problema do potencial, porém
vetoriais:

1= () 1= ) - ¥t = (5 - ()

Note que agora temos duas funcoes de base por vértice. O sistema de equacoes resultante do
método de Galerkin é dado por:

2n v,2 v,1 v,2 v,1
ON;” ON; ON;” ON;”
E. -1 J _ J 1 _ 1 _ 2 ~N1-)71 N-U71
;]<M (a‘“ 3y>’(3x 8y>) NN

—w?(EN]?, NP?) = (Fy, N + (Fo, NP?) 1< <2n

Vamos enumerar a base local do seguinte modo:

wivte) = () vy = (M) e = (V).

N1~ () 50~ () 01 (1)

sendo {Nf(x), N5(x), N§(x)} a base local utilizada para aproximar a solu¢ao da equagao do potencial
elétrico.

OBS: Nos vértices do dominio deve-se optar entre impor E; e/ou Ey = 0 (ver condicao (31)).
Nos experimentos a seguir, escolheu-se impor £ = Fy = 0.

3.3.1 Experimentos Numéricos

Nos experimentos a seguir vamos considerar o problema (27) no dominio Q = (0,1)*>com y =1, e = 1

e o0 = 1. Vamos definir ( )
~ | sin(Mmy
E(w.y) = [ isin(Mmx) } ’

em que M € 7Z faz o papel do ntmero de onda. Note que E.t=0emI'. Vamos escolher F tal que
a solugao exata do problema (27) seja dada por E, ou seja,

8 _ | [(M7)? — w?e] sin(Mmy)
F(z,y) = { i[(M7)? — w*¢] sin(Mnz) ] '
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Vamos considerar as malhas exibidas na Fig. 13. As figuras 14-16 mostram as solucoes obtidas
por elementos finitos nodais para diversas freqéncias angulares w. Cada figura mostra a parte real e
a parte imaginaria do campo elétrico aproximado nas duas malhas.
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Figura 14: Elementos nodais, M = 3,w = 100.

Vamos repetir o experimento considerando agora um meio dielétrico, isto é, ¢ = 0 (note que w é
um autovalor se w =0 ou w = Mn/4/€) Neste caso, os elementos finitos nodais nao sao capazes de
recuperar a solucao exata para baixas frequéncias, mesmo se a malha ¢é refinada.

Uma forma de contornar este problema ¢ usar elementos finitos de arestas, introduzidos a seguir.
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Figura 17: Elementos nodais com o0 = 0, M = 3,w = 100.
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Figura 18: Elementos nodais com ¢ =0, M = 3,w = 10.
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Figura 19: Elementos nodais com ¢ =0, M = 3,w = 1.
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3.4 Meétodos de Elementos Finitos de Aresta

Em vez de impor a continuidade da funcgoes de base nos vértices, vamos impor a continuidade de
N; x n nas arestas? da malha:

1, j=k
N-(:c)xndF:/N-(a:)-tdF:{ o
/Yk ’ Vi ’ 0, ]#k'

Estas bases sao conhecidas como elementos finitos de arestas. Nestas notas veremos o caso de
ordem mais baixa, dado pelos elementos de Whitney. Para os elementos de Whitney, consideramos
funcoes de base locais de grau 1 e constantes nas arestas do elemento de referéncia K:

S a; + ¢;y .
Nj($7y) = (bj_ cjg) , J=123. (32)

Vamos enumerar as arestas do elemento de referéncia de acordo com a figura 20. As fungoes de
base de Whitney devem satisfazer as seguintes condicoes:

o . 1, j=k .
N-(az)-tdF—{ e ,  7=1,23. (33)
/% ’ 0, j#k
2
A
1
3
——-—

Figura 20: Numeracao das arestas.

Vamos encontrar N1 (&). Temos que t = t5 = [1,0]” ao longo da terceira aresta, de modo que

Nl(ﬁ:) b= (a1 + a1 9) [j=o=a1 + 1 0=a,
logo,
/ Nl(i) -tdf‘:al.
43
Segue de (33), com j =1 e k = 3, que a; = 0. Analogamente, ao longo de segunda aresta,

Ni(&@) - tl,=—(b1 —18) limo= —(by =1 0) = =by = [ Ni(&)-tdl' = —by,
2
e assim b; = 0. Finalmente,

N ~ —C (Zi' + g) —C ~ R A
Ni(x) -t = ——— |srg=1= — — Ni(x)-tdl' = —cq,
1( ) |’71 \/§ | +9=1 \/5 . 1( ) 1
e de (33), com j =1ek =1, temos que ¢; = —1. Substituindo em (32) os coeficientes obtidos, con-
cluimos que N{(&) = [—¢, 2]7. Prosseguindo os célculos com as demais fungoes de base (Schneebeli,

2003), encontramos

Ny(&) = (_xy>  Na(@) = <if_@1)  Na(@) = (1;7) .

2Daqui em diante vamos utilizar a palavra aresta para nos referir aos lados de um tridngulo.
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3.4.1 Transformacao para o Dominio Real

Uma vez obtidas as funcoes N;(&) (j = 1,2,3) no elemento de referéncia, vamos definir as funcoes

de base local em um elemento arbitrario K de modo que

J=k

J#Fk
O primeiro passo é obter a relagao entre os vetores tangentes nos dois elementos. Vamos considerar

o vetor tangente da primeira aresta, conforme ilustrado na Fig. 21.

Ne ) -t dl = /N ikdf:{é’ j=1,2,3.

A 3 A

N

Figura 21: Relacao entre os vetores tangentes da primeira aresta de um elemento arbitrario K e o
elemento de referéncia K.

Considere a seguinte parametrizacao da primeira aresta do elemento de referéncia:

we=(10) (e=(71).

Temos que o vetor tangente a 4, (s) e normalizado corresponde ao vetor tangente &;:

(
Farie =5 (1) =

. 1
tj = ——7;(s), =123
195 ()]

e que em geral,

Lembrando que (&) = Jx& + x, temos que

')’j(5> = w(%@)) = JK'AYj(S) + o,
de modo que (s) = Jx¥;(s) e assim
1 e 2/ 10] [y 195 ()

el ) = @ T = e

tj - JK'ZJ'.

Assim,

/ Ne(@) -t d = / Ne(ya(s)) - tallva(s)]| ds = / N@(3(5)) - tellva(s)]] ds

- [ Wit - (i) Ik s = [ Nyt - (k) 194661 ds

=/0 (Trcti)" No(@(Fe() 71 (5)] ds:/o (JEN5(@(34()))) - el ¥i ()l ds

Para que tenhamos

1
[ M@t = [ NG bl ds = [ N@)- b df
Vk 0 ke

a fungao N(z(2)) deve ser definida por uma transformagao do tipo Piola:
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N¥(2(2)) = T N, (#).

Por outro lado (Schneebeli, 2003), a relacao entre os rotacionais de IN ;e N ; € dada por
V x Né(z(&)) = det(J ) 'V x N;().

3.4.2 Observacoes sobre a numeragao das arestas

Além da matriz de conectividade dos vértices, precisamos também de uma matriz de conectividade
das arestas. Esta matriz pode ser obtida por meio do pacote triangle, ao incluirmos a opcao —e.

Devemos também atribuir o sentido do vetor tangente a cada aresta criada pelo gerador de
malha, especialmente em se tratando das arestas interiores (Fig. 22). Uma forma de escolher o
sentido positivo destes vetores tangentes, proposta por Jin (2002) é estabelecer a convencao de que o
vetor t associado a aresta com vértices &; e x; aponta para o vértice de maior indice (por exemplo,
se ¢ > j, o sentido do vetor ¢t é de x; para ;).

— = 26

NSRRI

— 15 R 19

Figura 22: Orientacao das arestas da malha, com a numeragao proposta por Jin (2002).

3.4.3 Exemplos

Vamos repetir os experimentos realizados com as bases nodais de elementos finitos no caso o = 0,
agora usando os elementos de arestas de Whitney. As figs. 23-25 mostram os resultados com os
elementos de Whitney. Note em particular na Fig. 25 que, embora a continuidade das componentes
do campo esteja severamente comprometida, a solugao gerada por estes elementos esta convergindo
para a solucao exata no regime de baixas frequéncias.

4 Panorama da pesquisa na area

Os métodos de elementos finitos apresentados acima fornecem ao leitor uma base preliminar para
estudos mais avancados na area de métodos numéricos para as equacoes de Maxwell. Neste sentido,
as secoes a seguir apresentam um panorama da pesquisa na area, e podem servir como guia nos
proximos estudos.

4.1 Modos Espurios

O insucesso dos métodos de elementos finitos nodais para as equagoes de Maxwell no regime de baixa
frequéncia é historicamente atribuido aos chamados modos espirios, que por sua vez sao associados
a ma aproximacao do ntucleo do operador rotacional.

Diversos artigos tentaram explicar os modos esptrios do ponto de vista fisico, por exemplo Lee
et al. (1991); Mur (1994); Hillion (1997); Jiang et al. (1996); Schroeder and Wolff (1994); Bossavit
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(1990). Muitos destes trabalhos criticam a transformagao das equagoes de Maxwell em equagoes de
segunda ordem (Jiang et al., 1996) e o uso de elementos finitos de arestas Mur (1994). Este tema
foi efetivamente esclarecido a partir dos trabalhos sobre a formulacao aumentada das equagoes de
Maxwell, por Assous et al. (1993), e com o auxilio do conceito de compacidade discreta, por Kikuchi
(1989) (ver também Kikuchi (1989); Boffi et al. (2006); Demkowicz et al. (2000)).

Outras contribuigoes significativas para o tema foram o isolamento do autovalor zero (Levillain,
1992) das equagoes harmonicas de segunda ordem, e a formula¢do por métodos de elementos finitos
mistos (Boffi et al., 1999).

Conforme ilustrado nestas notas, uma das maneiras de lidar com a ma aproximacao em baixas
frequéncias é utilizar os elementos finitos de arestas. O trabalho de Whitney (1957) é frequentemente
citado como o percursor dos elementos de arestas de baixa ordem, enquanto os artigos de J. Nédeléc
(Nédélec, 1980, 1986) sobre bases de elementos finitos para os espagos H (div, §2) e H(curl, Q) formam
a base tedrica destes elementos. Um dos trabalhos mais conhecidos sobre o uso dos elementos de
arestas em eletromagnetismo ¢ o artigo de Bossavit (1990). Convém observar que o classico método
de Yee Yee (1966) pode ser deduzido como um caso particular dos elementos de Nédeléc Monk (1993).

Entre as alternativas aos elementos finitos de arestas para baixas frequéncias, convém notar as
bases mistas nodais e de arestas propostas por Graglia et al. (1997). Talvez a abordagem mais
popular para o uso de elementos finitos nodais seja a formulacao de quadrados minimos inspiradas
pela formulagao aumentada (Jiang et al., 1996; Vardapetyan and Demkowicz, 1999). A partir das
formulagoes aumentadas surgiram também novas formulagoes ponderadas (Costabel and Dauge, 2002;
Bramble and Pasciak, 2004). Temos também o uso de elementos finitos descontinuos, como o interior
penalty (Grote et al., 2008).

Outra questao que afeta a precisao da solucao por elementos finitos é a presenca de singularidades
do dominio. Para lidar com esta dificuldade, Boffi et al. (2006) propuseram novos elementos de
arestas quadrilaterais, enquanto Badia and Codina (2011) desenvolveram formulagoes aumentadas
com termos de estabilizacao.

4.2 Modelos Gerais

Temos naturalmente diversos modelos alternativos ao modelo 2D harmonico apresentado nestas no-
tas. No caso bidimensional, temos os modos TM e TE (Key and Weiss, 2006), assim como o sistema
de primeira ordem (Bramble et al., 2005; Maggio et al., 2004; Rieben et al., 2004; Zhao et al.,
2009), em que os campos E e H sao calculados simultaneamente. Ainda outra alternativa é resolver
equagdes para os potenciais destes campos (Hiptmair et al., 2008; Biro and Preis, 1989; Badea et al.,
2001). Um primeiro passo para chegar ao modelo 3D é considerar o chamado modelo 2.5D, que
aplica a transformada de Fourier em uma das diregoes espaciais, e permite o uso de uma fonte 3D
pontual. Um trabalho representativo nesta area é o artigo de Li and Key (2007) sobre a modelagem
do CSEM, que também modela meios anisotropicos.

Ainda no contexto do CSEM, da Silva et al. (2012) utilizaram um modelo 3D no dominio da
frequéncia (com elementos finitos de arestas), utilizando métodos diretos para a solugao dos sistemas
lineares.

Em diversas aplicacoes é importante considerar a formulacao no dominio do tempo. Diversos
métodos de elementos finitos no dominio do tempo e questoes a respeito da implementacao destes
métodos sao revisados por Lee et al. (1997). Uma estratégia bastante popular nestes métodos é
utilizar mass lumping (Pernet et al., 2005; Cohen and Monk, 1999). Entretanto, deve-se ter cuidado
com esta técnica em conjunto com elementos finitos nodais (vide o contra-exemplo apresentado por
Lee et al. (1997)). Convém notar a disponibilidade de métodos simpléticos (Rieben et al., 2004; Zhao
et al., 2009).

Finalmente, é notavel a relacao entre a aproximacao de problemas do eletromagnetismo e a
discretizagao de formas diferenciais (Whitney, 1957; Bossavit, 1998; He and Teixeira, 2007; Hiptmair,
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2001, 2002; Boffi et al., 2011). Recentemente, os métodos de elementos finitos para calculo exterior
foram formalizados (Arnold et al., 2010). Outro desenvolvimento recente é o dos métodos miméticos
(Brezzi and Buffa, 2010).

4.3 Métodos de Alta Ordem

Um bom ponto de partida para o estudo de métodos de alta ordem para as equacoes de Maxwell é
a resenha de Hesthaven (2003).

Diversos métodos de alta ordem utilizados em outras areas também foram desenvoldidos para
as equagoes de Maxwell, como os métodos hp (Vardapetyan and Demkowicz, 1999; Ainsworth and
Coyle, 2001), o método partition of unity (Ledger et al., 2003) e os métodos de elementos espectrais.
Neste dltimo, temos trabalhos desenvolvidos com elementos de arestas (Lee et al., 2006; Lee and Liu,
2007), elementos nodais (considerando a formulagao de quadrados minimos) (Maggio et al., 2004) e
bases mistas de elementos nodais e de arestas (Lin et al., 2007).

4.4 Textos Preliminares

O autor recomenda os livros de Jin (2002) e Monk (2003) para o aprendizado dos elementos finitos
para as equagoes de Maxwell. Outros textos introdutdrios tteis sao a resenha de Demkowicz (2004),
as notas de aula de Monk (2010) e a introdugao aos elements de Nédélec por Schneebeli (2003). Para
finalizar, os seguintes artigos sao representativos em seus respectivos temas:

e Modelagem 2.5D de CSEM (Li and Key, 2007);

Elementos espectrais em H(curl) (Lee et al., 2006);

hp / formulagao aumentada (Demkowicz and Vardapetyan, 1998);

Elemento de aresta para quadrildteros em geral (Boffi et al., 2006);

Formula¢ao aumentada com norma negativa (Bramble et al., 2005);

Elementos espectrais nodais via quadrados minimos (Maggio et al., 2004);

Formulagao aumentada com termo de estabilizacao (Badia and Codina, 2011).
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