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Equacoes de Maxwell

Equacdes de Maxwell:

oD
W—VXH—FJ—O
0B
—_— E=0
ot + V x
V-D=p
V-B=0
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Equacoes de Maxwell

Equacdes de Maxwell:

9D _ VxH+J=0 Leide Ampere-Maxwell

ot
0B +V x E=0 Leide Faraday

ot
V-D=p Leide Gauss
V-B =0 “Leide Gauss”do magnetismo
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Equacoes de Maxwell

Equacdes de Maxwell:

88—1; —VxH+J=0 Leide Ampéere-Maxwell
88_? +V xE=0 Leide Faraday

V-D=p Leide Gauss
V-B=0 ‘“Leide Gauss” do magnetismo
Grandezas envolvidas:
e E: campo elétrico
e H: campo magnético

D: indugao elétrica

B: indugao magnética
J: densidade de corrente elétrica
p: densidade de carga elétrica Bz
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Equacoes de Maxwell
Motivacao

Equacdes de Maxwell:
oD

W—VXH—FJ:O
0B
= E=0
ot +V x
V-D=p
V-B=0

As equacoes de Maxwell servem como modelo para uma
vasta gama de fenébmenos eletromagnéticos
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Equacoes de Maxwell
Motivacao

Equacdes de Maxwell:

oD
W—VXH—FJ—O
0B
= E=0
ot +V x
V-D=p
V-B=0

As equacoes de Maxwell servem como modelo para uma
vasta gama de fenébmenos eletromagnéticos

A solucao destas equagoes é relevante em
e Comunicagao sem fio
e Exames médicos nao-invasivos
e Levantamento nao-destrutivo do subsolo
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Equacoes de Maxwell

Equacodes constitutivas
Vamos assumir relagdes constitutivas lineares:

D =e€-E €(x):tensor de permissividade elétrica
B =pu-H up(x):tensor de permeabilidade magnética
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Equacoes de Maxwell

Equacodes constitutivas
Vamos assumir relagdes constitutivas lineares:

D =e€-E €(x):tensor de permissividade elétrica
B =pu-H up(x):tensor de permeabilidade magnética

e(x) 0O 0
Caso Isotrépico: e(a:):[ 0 ex O ]
0 0 e(x)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 6/61



Equacoes de Maxwell

Equacodes constitutivas
Vamos assumir relagdes constitutivas lineares:

D =e€-E €(x):tensor de permissividade elétrica
B =pu-H up(x):tensor de permeabilidade magnética

w(x) 0 0
Caso Isotrépico: u(z) = 0 pwplx O
0 0 ulx)
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 6/61




Equacoes de Maxwell

Equacodes constitutivas
Vamos assumir relagdes constitutivas lineares:

D =e€-E €(x):tensor de permissividade elétrica
B =pu-H up(x):tensor de permeabilidade magnética

Substituindo as eqgs. constitutivas:

oD

— —VxH+J=0
at *
0B
— +VXE=0
ot
V-D=p
V-B=0
e =
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Equacoes de Maxwell

Equacodes constitutivas
Vamos assumir relagdes constitutivas lineares:

D =e€-E €(x):tensor de permissividade elétrica
B =pu-H up(x):tensor de permeabilidade magnética

Substituindo as eqgs. constitutivas:

oFE

VxH—¢e—=J
ot
0H
— +VXE=0
ot T
V- (eE)=p
V- (pH)=0
e =
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

U1 U1 w1
Sejamu= | us |,v=| v2 | € w=| ws
u3 U3 w3
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Ul V1 w1
Sejamu= | us |,v=| v2 | € w=| ws
us V3 w3
U2V3 — U3V 1 ] k
Produto vetorial:  wuxv = | ugvy —uwjvs | = | u1 us us
U1v2 — U2V U1 V2 U3

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 7/61



Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

uy
Sejamu = | ue
u3

Produto vetorial:

Rotacional:

Saulo P. Oliveira

u X v

U2V3 — U3V2

= U3vr — U1v3

U1V2 — UV

ayvg - 82’02
= szl — (911)3
am’Ug — 8y7)1

U1
U1

U1

U2
V2

D .

v2

u3
v3

Q

v3

=3
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

U1 U1 w1
Sejamu= | us |,v=| v2 | € w=| ws
us v3 w3
U2V3 — U3V 1 ] k
Produto vetorial:  wuxv = | ugvy —uwjvs | = | u1 us us
U1V2 — UV V1 U2 U3
Oyv3 — 0,v2 i j k
Rotacional: Vxwv=| 0,u1 =03 | =| 0x Oy 0.
vag — 8y’1)1 V1 V2 U3

w1 Wy wWs
Produto misto:  (w,u,v) =w - (uxv)=| u; w2 us
V1 (%) VU3
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:
V- (V xv)
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:
V- (Vxwv)=(V,V,v)
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:

9y 0, 0.
V- (Vxwv)=|0, 0y 0,
V1 Uy U3
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:
V- (Vxv)=0
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:

V- (Vxwv)=0
i §  k
Analogamente, V x (V¢)=| 0, 09y 0.
On¢ Oy¢ 0.0
E =
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:

V- (Vxv)=0
1 7 k
Analogamente, V x (V¢)“=| 0, 0y 0, |¢ =0¢" =0
0 0, 0.
E =
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:

V- (Vxv)=0

i J k
Or 0y O
Or Oy O

Analogamente, V x (V¢)“ = ¢p=0¢0"=0

OBS: estas operacdes sao formalizadas e generalizadas no
contexto de formas diferenciais (Bossavit, 1988)
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:

V- (Vxv)=0
i j k
Analogamente, V x (V¢)“=| 0, 0y 0, |¢ =0¢" =0
8, 0, 0.
Consequéncias:
e Secw=Vxwv,entaioV-w=0
e Sew=V¢y, entaioVxw=0
e =
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:
V- (Vxv)=0

i j k
Analogamente, V x (V@)“=| 9, 9, 0, |¢=0¢" =0
9, 9, O

)

Em dominios simplesmente conexos (Bossavit, 1998):
e w=Vxv < V-w=0
o w=Vo¢p — Vxw=0
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:
V- (Vxv)=0
i J k
Analogamente, V x (V¢)“=| 0, 0y 0, |¢ =0¢" =0
Or Oy O

Em dominios simplesmente conexos (Bossavit, 1998):
e w=Vxv < V-w=0
o w=Vo¢p — Vxw=0

Teorema de Helmholtz: Dado um campo vetorial w,

Jv,¢ taisque w=Vxv+Vo
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Equacoes de Maxwell

Calculo Vetorial 3D

Operadores compostos:
V- (Vxv)=0

i J k
Analogamente, V x (V¢)“=| 0, 0y 0, |¢ =0¢" =0
Or 0y O
Em dominios simplesmente conexos (Bossavit, 1998):
cew=Vxv <<— V-w=0
o W= ng <~ Vxw=0

Teorema de Helmholtz: Dado um campo vetorial w,

Jv,¢ taisque w=Vxv+Vo

Expressamos w em termos de dois potenciais:
v: potencial vetorial (termo solenoidal)
q: potencial escalar (termo irrotacional) P

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos
Para meios homogéneos,

E
VxH-— ea— = J
ot
oH
— +VXE =0
o T
V-(eE) = p
V- (uH) =
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Para meios homogéneos,

oFE
VxH—-e— = J
ot
o0H
— +VXxE =0
o T
eV-E = p
uwV-H =
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos
Para meios homogéneos,

oE

VxH—-e— = J
ot
o0H
—+VXxE =0
o T
V-E = ple
V-H = 0
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos
Para meios homogéneos,

VxH—ea—E = J
ot
o0H
— E =0
s ot +V x
V-E = ple
V-H = 0
V-H=0=— H =V x A, logo
oFE
A = J4e—
Vx(VxA) +66‘t
IV x A)
E = —p—
VX P51
V-E = ple
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos
Para meios homogéneos,

VxH—ea—E = J
ot
OH
MW—FVXE =0
V-E = ple
V-H = 0

V-H=0=— H =V x A, logo

OF
VXVxA = J4+e—
“ot
0A
VxE = —uVx—
PV ot
V-E = ple
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Regime dependente do tempo (dinamico):

OF

VXVXA = J+65
0A
E = —uvx22

V X Mant

V-E = ple (H=VxA)
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Regime dependente do tempo (dinamico):

OF

A = —

V xV x J+68t
0A
E = - —

V X quat

V-E = ple (H=VxA)
Considerando o regime estatico,
VxVxA = J

VxE = 0
V-E = pJe
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Regime dependente do tempo (dinamico):

OF

A = —

V xV x J+68t
0A
E = - —

V X quat

V-E = ple (H=VxA)
Considerando o regime estatico,
VxVxA = J

VxE = 0
V-E = pJe
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Regime dependente do tempo (dinamico):

OF

A = —

V xV x J+68t
0A
E = - —

V X quat

V-E = ple (H=VxA)
Considerando o regime estatico,
VxVxA = J

E = V¢
V-E = pJe
e =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Regime dependente do tempo (dinamico):

OF

A = —

V xV x J+68t
0A
E = - —

V X quat

V-E = ple (H=VxA)
Considerando o regime estatico,
VxVxA = J

V- (Ve) = ple

&5 =
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Regime dependente do tempo (dinamico):

OF

VXVXA = J+65
0A
E = —uwx2&

V X vaat

V-E = ple (H=VxA)
Por convencao, E = —V ¢, de modo que

VxVxA = J
—A¢p = pfe (E=-V¢, H=V x A)
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Equacoes de Maxwell

Meios homogéneos

Regime dependente do tempo (dinamico):

OF

VXVXA = J+65
0A
E = —uwx2&

V X vaat

V-E = ple (H=VxA)
Por convencao, E = —V ¢, de modo que
VxVxA = J
—A¢p = pfe (E=-V¢, H=V x A)

Interpretacao (S. Guerreiro) :

Estatico: as fontes de E (H) sao cargas (correntes) elétricas
Ondas: a oscilagao de E gera fonte em H, e vice-versa -
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Da lei de Gauss,

=3
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Da lei de Gauss,

OE\  Op
V'(W) = o

=3
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Da lei de Gauss,

OE\  Op
V'(W) =

Da lei de Ampére-Maxwell, V x H — 22 8t = J, logo

dp
V- (VxH-J) =
ot
e =
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Da lei de Gauss,

OE\  Op
V'(W) =

Da lei de Ampére-Maxwell, V x H — 22 8t = J, logo

dp
V- (VxH)-V-J ==
ot
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 11/61



Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Da lei de Gauss,

OE\  Op
V'(W) =

Da lei de Ampére-Maxwell, V x H — 22 8t = J, logo

ot
e =
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Da lei de Gauss,

OE\  Op
V'(W) =

Da lei de Ampére-Maxwell, V x H — 22 & = J, logo

op
-v-J = £
ot
Substitucao: lei de Gauss — conservacao de carga:
E
V x H— 68— =J
ot
8H
— +VXE=0
o TV X
V- (eE) =
V. (uH) =0
5=
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Da lei de Gauss,

OE\  Op
V'(W) =

Da lei de Ampére-Maxwell, V x H — 22 & = J, logo

op
-v.J = 2
ot
Substitucao: lei de Gauss — conservacao de carga:
V x H— ea—E =J
ot
8H
— +VXE=0
P TV X
Op
-V-J=
ot
V- (uH)=0 -
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = / J(x,t) - ndl
o9
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): /V J(x,t)
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

- 0
Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = — 8—§(m,t) s
Q
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 12/61




Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)
Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = — %(m,t} s
Q

= —f(x) e baixas frequéncias
VxH — ea—E =J

ot
ua—HJerE:O

ot
dp

_V.Jza

V- (pH)=0

: )
Assumindo 57 = — 1,04, ()

&5 =
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

- 0
Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = — 8—§(m,t) s
Q
Assumindo %§ = —I,04,(x) = — f(x) e baixas frequéncias

VxH = J
VxE = 0
~V-J = —f(x)

V-(uH) = 0

o=
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Ip

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = — 5
Q

(x,t) dQ

Assumindo %§ = —I,04,(x) = — f(x) e baixas frequéncias
0

VxE =
V-J = f(=)
e =
Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 12/61



Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Ip

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = — 5
Q

(x,t) dQ

Assumindo %§ = —I,04,(x) = — f(x) e baixas frequéncias

E = —-V¢
V-J = f(=)
e =
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

Ip

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = — 5
Q

(x,t) dQ

Assumindo %§ = —I,04,(x) = — f(x) e baixas frequéncias

E = -V¢
V-J = f(x)
Vamos considerar a lei de Ohm J = ¢ E, assim,
E = —-V¢

V-(cE) = f(a)

&5 =
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Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

dp

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = ot

9P (2,1) dQ2

Assumindo —3 —I,05,(x) = —f(x) e baixas frequéncias
E = -V¢
VJ = f(x)
Vamos considerar a lei de Ohm J = o E, assim,

V- (0(x)Vo(x)) = f(z)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 12/61



Equacao do Potencial Elétrico

Dey & Morrison (1979)

dp

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) = ot

9P (2,1) dQ2

Assumindo —3 —1,04,(x) = —f(x) e baixas frequéncias
E = -Vo¢
V-J = f(=)
Vamos considerar a lei de Ohm J = o E, assim,
V- (0(x)Vo(x)) = f(z)
Vamos considerar o seguinte problema:
—V - (o(x)Vo(x)) = f(x), =€
o(x) =0, zely
Vo(x) - m=0, xely, ' Uy = 090.

Saulo P. Oliveira
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D

Considere o seguinte problema de valores de contorno:

—u'(z) = f(z), 0<z<1
u(0) =u(1)=0

&5 =
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D

Considere o seguinte problema de valores de contorno:

—u'(z) = f(z), 0<z<1
u(0) =u(1)=0

Para f € C([0,1]), u € V = {u € C%([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.

&5 =
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D

Considere o seguinte problema de valores de contorno:

—u'(z) = f(z), 0<z<1
u(0) =u(1)=0

Para f € C([0,1]), u € V = {u € C%([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dadov eV,

&5 =
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D
Considere o seguinte problema de valores de contorno:

—u'(z) = f(z), 0<z<1
u(0) =u(1) =0

Para f € C([0,1]), u € V = {u € C2([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dadov eV,

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D
Considere o seguinte problema de valores de contorno:
—u'(z) = f(z), 0<z<1
u(0) =u(1) =0
Para f € C([0,1]), u € V = {u € C%([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dado v € V,

&5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 13/61
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D

Considere o seguinte problema de valores de contorno:

—u'(z) = f(z), 0<z<1
u(0) =u(1)=0

Para f € C([0,1]), u € V = {u € C%([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dadov eV,

/01 —u"(z)v(z) doe = /01 f(x)v(x) dzx

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D

Considere o seguinte problema de valores de contorno:

—u"(z) = f(z), O<z<1
u(0) =u(l) =0

Para f € C([0,1]), u € V = {u € C*([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dadov eV,

/01 —u"(z)v(z) doe = /01 f(x)v(x) dz

Integrando por partes:

1 1
—u/'(1)v(1) + /(0)v(0) + / o (z) (z) dz = /0 f(z)v(z) dx

0

=3

Saulo P. Oliveira
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D

Considere o seguinte problema de valores de contorno:

—u'(z) = f(z), 0<z<1
u(0) =u(1)=0

Para f € C([0,1]), u € V = {u € C%([0,1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dadov eV,

/01 —u"(z)v(z) doe = /01 f(x)v(x) dzx

Integrando por partes:

/01 o (z) (x) doe = /01 f(z)v(z) dx

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 13/61



Formulacao Variacional

Exemplo 1D
A solugao do problema de valores de contorno

—u"(z) = f(z), O<z<1
u(0) =u(1)=0

satisfaz

/01 o (z)v(x) do = /01 f(z)v(z) dx

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D
A solugao do problema de valores de contorno

—u"(z) = f(z), O<z<1
u(0) =u(l) =0

satisfaz

/01 o (z)v(x) do = /01 f(z)v(z) dx

Novo espago das solugoes:

V= {veL201 ]/ )2 dx < oo, v(0) = v(1):0}

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Formulacao Variacional

Exemplo 1D
A solugao do problema de valores de contorno

—u"(z) = f(z), O<z<1
u(0) =u(l) =0

satisfaz

/01 o (z)v(x) do = /01 f(z)v(z) dx

Novo espago das solugoes:

V= {v€L201 \/ )2 dx < oo, v(0) = v(1):0}

Formulacgao Variacional: encontrar v € V tal que

/ w)dm—/f x)de YvelV. )

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Espaco vetorial da solugao

Dado u : 2 — IR, vamos definir

le = ([ |u<w>r2d9)1/2

= ( /Q vu(x)-vu(a;)d9>1/2

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Espaco vetorial da solugao

Dado u : 2 — IR, vamos definir

oo = ([ |u<a:>|2cm)1/2
= (f |Vu<w>\2dﬂ)l/2

1/2
lulli = (llulld + ul?)

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Espaco vetorial da solugao

Dado u : 2 — IR, vamos definir

oo = ([ |u<a:>|2cm)1/2
= ([ |Vu<w>\2dﬂ)l/2

1/2
lully = (el + [u)

Usaremos 0s seguintes espagos:
L) = {v:Q—= R||ullo < oo}
HY(Q) = {v:Q— R||uli < oo}

Saulo P. Oliveira

&5 =
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

V- (o(®)Vo(x)) = f(x), =
d)(.’l:) =0, ze€l
Vo(x) - n=0, =ely
SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

—V-(o(@)Vo(x)) = flz)

=3

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

=V (o(@)Vo(x))v(z) = f(@)v(z)

=3

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

- / V- (o(x)Vo(@))(z) d2 = / F@)o(x) d
Q Q

=3

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

=V (o(x)Vo(z)) = f(z), =€
d)(.’l:) =0, ze€l
Vo(x) - n=0, =ely

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

- / V- (o(x)Vo(@))(z) d2 = / F@)o(x) d
Q Q

Integrar por partes ?

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

=V (o(x)Vo(z)) = f(z), =€
d)(.’l:) =0, ze€l
Vo(x) - n=0, =ely

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

- [V @ve@ed = [ @i
Q Q
Teorema da divergéncia de Gauss:

/V-F(m)dQ:/F(m)-ndF
Q r

&5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

- / V- (o(x)Vo(@))(z) d2 = / F@)o(x) d
Q Q

1a. ldentidade de Green: escolhendo F = ocV¢uv

/Qv (o(x)Ve ) dQ = / “ndl

Saulo P. Oliveira

=3
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

- / V- (o(x)Vo(@))(z) d2 = / F@)o(x) d
Q Q

1a. ldentidade de Green: escolhendo F = ocV¢uv
/ vo( ()+0(2) V(@) Vo(z)dQ / (2)Vé(x)-ndl
-

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:
- [V @ve@ed = [ @i
Q Q

1a. ldentidade de Green: escolhendo F = oV¢v

/V(a(w)Vd)(w))v(:c)dQ:/v(w)a(w)Vd)(w)-ndF—/ o(x)Veo(x) Vo(x)dQ
Q r Q

=
Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

- / V- (o(x)Vo(@))(z) d2 = / F@)o(x) d
Q Q

1a. ldentidade de Green: escolhendo F = oV¢v

— | V. Vo dQ V V dQ V dr’
/Q (o(2)Vé / R / Vo (x) n

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

SejaV = {ve HYQ) | v|r, = 0}.
Multiplicando a equacgao por v € V e integrando em Q:

- / V- (o(x)Vo(@))(z) d2 = / F@)o(x) d
Q Q

1a. ldentidade de Green: escolhendo F = oV¢v

— | V. Vo dQ V V dQ V dr’
/Q (o(2)Vé / o(@)- Vol / V(). &

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 16/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

,/Q V~(U(m)v¢(x))v(m)d92/

cr(:c)ng(cc)-Vv(a:)dQ—/ v(x)o(x)Ve(x)ndl
Q

T

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

f/ V-(U(:C)ng(:c))v(m)dQ:/cr(:c)V¢(:c)~Vv(m)dQ—/ v(x)o(x)Vo(x)ndl
Q Q r
Como v € V, temos v|r,= 0:

/v(m)a(m)ng)(m)-ndF: —/ v(m)a(m)qu(m)-ndF—/ v(x)o(x)Vo(x) ndl
r

Fl I‘2

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

7/ V-(a(a:)ng(:c))v(m)dQ:/cr(:c)ng(a:)-Vv(m)dQ—/ v(x)o(x)Vo(x) ndl
Q Q r
Como v € V, temos v|r,= 0:

/ o(@)o(@)V(x) - n dl = — / o(@)o(@)Vé() - n dT
I

Ty

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

7/ V-(a(:c)ngS(:c))v(m)dQ:/cr(cc)qu(a:)-Vv(m)dQ—/ v(x)o(x)Vo(x) ndl
Q Q r

Como v € V, temos v|r,= 0:
/ o(@)o(@)V(x) - n dl = — / o(@)o(@)Vé() - n dT
r 1)

Da condigao de contorno em I'y, V¢ - n|p,= 0, logo

/Fv(w)a(w)VqS(m) ‘ndl'=0

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

7/ V(o(x)Vo(x))v(x)dQ = / cr(cc)qu(cc)-Vv(a:)dQ—/ v(x)o(x)Ve(x)ndl
Q Q T
Como v € V, temos v|r,= 0:
/ o(@)o(@)V(x) - n dl = — / o(@)o(@)Vé() - n dT
r

I

Da condigao de contorno em I'y, V¢ - n|p,= 0, logo

/Fv(w)a(w)VqS(m) ‘ndl'=0

Assim,
/ v. Yo() dQ = / (@)Y (@) - Volx) d2
Q
=
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 17/61




Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

Vimos que

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional
Vimos que

- / V- (o(2)Vo(@))o(x) d2 = / F@)o(@) dO
Q Q

=3

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 18/61



Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

Vimos que

/ o ()Vo(@) - Vo) d2 = / F@)o(x) d2
Q Q

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

Vimos que
/ o ()Vo(@) - Vo) d2 = / F@)o(x) d2
Q Q

Definindo

a(u,v)z/o’(w)Vu(ac)-Vv(:c)dQ e F)= [ f(x)v(x)dQ,
Q Q

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Formulacao Variacional

Vimos que

/ o ()Vo(@) - Vo) d2 = / F@)o(x) d2
Q Q

Definindo

o, v) = /Q o(2)Vu(@) Vo(@)d) e F(v)= /Q F@)o(@)do,

podemos escrever a nova formulagao como:

Formulacao Variacional: encontrar ¢ € V tal que
a(¢,v) = F(v) YVveV

V={veH'(Q)] o], =0}

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) YveV

Dados vy, vs,...v, € V, L., defina V}, = V como sendo

Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(x) =uwvi(x) + ...+ uyv,(x)}

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 19/61



Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) YveV

Dados vy, vs,...v, € V, L., defina V}, = V como sendo

Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(x) =uwvi(x) + ...+ uyv,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(pn,vp) = F(vp) Yoy €V

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 19/61



Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) YveV

Dados vy, vs,...v, € V, L., defina V}, = V como sendo

Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(x) =uwvi(x) + ...+ uyv,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(pn,vp) = F(vp) Yoy €V

on € Vi = op(x Z bjv;(x (n incégnitas)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 19/61



Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) VvoeV
Dados vy, vs,...v, € V, L.l., defina V}, = V como sendo

Vi =span{uy,... v ={u eV |u(x) =uvi(x) + ... + uyv,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(¢h,vh) = F(’Uh) A Vp € Vh

by € Vi, = op(x Z ¢ jvi(x (n incégnitas)

Escolhendo v;, = vy, ..., v,, obtemos as seguintes n equagoes:

a(pn,vi) = F(v;), 1<i<n

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 19/61



Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) VvoeV
Dados vy, v9,...v, € V, L.l., defina V}, = V como sendo
Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(x) =wvi(x)+ ...+ uo,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(¢h,vh) = F(’Uh) Yo €V

on € Viy = op(x Z ¢jvi(x (n incégnitas)

Escolhendo vy, = v1, ..., v,, Obtemos as seguintes n equacdes:

a (Z ¢jvj,vi> = F(vi)), 1<i<n

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) VvoeV
Dados vy, v9,...v, € V, L.l., defina V}, = V como sendo
Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(x) =wvi(x)+ ...+ uo,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(¢h,vh) = F(’Uh) Yo €V

on € Viy = op(x Z ¢jvi(x (n incégnitas)

Escolhendo vy, = v1, ..., v,, Obtemos as seguintes n equacdes:

a (Z ¢jvj,vi> = F(vi)), 1<i<n

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) VvoeV
Dados vy, v9,...v, € V, L.l., defina V}, = V como sendo

Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(z) = wvi(x) + ... + uyv,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(pn,vp) = F(vp) VYo €V

on € Vi = on(x Z ¢ jvi(x (n incognitas)

Escolhendo v;, = vy, ..., v,, obtemos as seguintes n equagodes:
n
Z¢j a(vj,v;) = F(vy;) 1<i<n

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) VvoeV
Dados vy, v9,...v, € V, L.l., defina V}, = V como sendo

Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(z) = wvi(x) + ... + uyv,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(pn,vp) = F(vp) VYo €V

on € Vi = on(x Z ¢ jvi(x (n incognitas)

Escolhendo v;, = vy, ..., v,, obtemos as seguintes n equagodes:

n

Za(vj,vi)qﬁj = F(v;) 1<i<n

=1

&5 =
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

a(¢p,v) = F(v) VvoeV
Dados vy, v9,...v, € V, L.l., defina V}, = V como sendo

Vi =span{uy,... v} ={u eV |u(z) = wvi(x) + ... + uyv,(x)}

Método de Galerkin: encontrar ¢, € V}, tal que
a(pn,vp) = F(vp) VYo €V

on € Vi = on(x Z ¢ jvi(x (n incognitas)

Escolhendo v;, = vy, ..., v,, obtemos as seguintes n equagodes:
Za(vj,vi)qﬁj = F(v;) 1<i<n
j=1
Au = b

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,v) = F(v) VoeV
a(th, Uh) = F(Uh) \4 vp, € Vh

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vy) = F(vp) Vo, €V
a(th, vh) = F(Uh) Y vp € Vp,

a(¢7 Uh) - a(¢h7 Uh) = 0V Vp € Vh

Saulo P. Oliveira

=3
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vn) = F(un) VYo, €Vy
a(th, vh) = F(Uh) \4 vp, € Vh

a(¢—¢h,vh) = 0 VUhEVh

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vn) = F(un) VYo, €Vy
a(th, vh) = F(Uh) \4 vp, € Vh

a(¢—¢h,vh) = 0 VUhEVh

Assim,

a(p — ¢n, ¢ — ¢n) = a(¢p — dn, ¢ — vp + v — ¢p)

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vn) = F(un) VYo, €Vy
a(th, vh) = F(Uh) \4 vp, € Vh

a(¢—¢h,vh) = 0 VUhEVh

Assim,

a(p — dn, ¢ — o) = aled — dn, ¢ — vp) + a(@ — o, vy — Op)

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vn) = F(un) VYo, €Vy
a(th, vh) = F(Uh) \4 vp, € Vh

a(qﬁ—qﬁh,vh) = 0 VUhEVh
Assim,

a(p — dn, ¢ — o) = aled — dn, ¢ — vp) + a(d — dp, vy — Op)

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vy) = F(vp) Vo, €V
a(th, vh) = F(Uh) Y vp € Vp,

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,

a(¢ — on, ¢ — on) = a(¢p — gn, ¢ — vp)

=3

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vy) = F(vp) Yo, €V
a(th, vh) = F(Uh) Y vp € Vp,

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,
a(¢ — on, ¢ — on) = a(¢p — gn, ¢ — vp)

Sabendo que a(u,u) > Ci|ul|? e a(u,v) < Collull1||v]1,

Cill¢ — dnlli < ald — dn. & — én)

=3
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Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 20/61



Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vy) = F(vp) Yo, €V
a(th, vh) = F(Uh) Y vp € Vp,

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,
a(¢ — on, ¢ — on) = a(¢p — gn, ¢ — vp)

Sabendo que a(u,u) > Ci|ul|? e a(u,v) < Collull1||v]1,

Cillg — onllf < ald — dn, ¢ — vp)

=3
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vy) = F(vp) Yo, €V
a(th, vh) = F(Uh) Y vp € Vp,

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,
a(¢ — on, ¢ — on) = a(¢p — gn, ¢ — vp)

Sabendo que a(u,u) > Ci|ul|? e a(u,v) < Collull1||v]1,

Chllp—én? < ald—dn, p—vn) < Calldp—dnll1llo—vall1

=3
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vp) = F(vp) Yo, €V
a(n,vn) = F(up) Yo, eV

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,
a(¢ — on, ¢ — on) = a(¢p — gn, ¢ — vp)

Sabendo que a(u,u) > Ci|ul|? e a(u,v) < Collull1||v]1,

Cill¢ — énlli < Callo — dnllille — vnlla

&5 =
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vy) = F(vp) Yo, €V
a(th, vh) = F(Uh) Y vp € Vp,

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,
a(¢ — on, ¢ — on) = a(¢p — gn, ¢ — vp)

Sabendo que a(u,u) > Ci|ul|? e a(u,v) < Collull1||v]1,

Cillg — onlli < Call¢ — vl

&5 =
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vp) = F(vp) Yo, €V
a(n,vn) = F(up) Yo, eV

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,
a(¢ — n, & — dn) = a(¢ — n, ¢ — vp)
Sabendo que a(u,u) > Ci|ul|? e a(u,v) < Collull1||v]1,

C
6= onll < 2216 — vl
1

Como v, € V}, foi arbitrario,

&5 =
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

Relagao entre ¢ e ¢, ?
a(p,vp) = F(vp) Yo, €V
a(n,vn) = F(up) Yo, eV

a(¢ — ¢p,vn) = 0 Yo, € Vi
Assim,
a(¢ — on, ¢ — on) = a(¢p — gn, ¢ — vp)
Sabendo que a(u,u) > C’1||u||% e a(u,v) < Collullr]|v|l1,
C
| — onlli < gjﬂcf) —vpllh
Como v, € V}, foi arbitrario,

Cy
_ < min 22l —
¢ — énll1 < Jmin o |6 — vnllx

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

. Oy
— < min — — v
|6 — dnll1 < Jmin o |6 — vnllx

s

\'%

Vh

Saulo P. Oliveira
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Equacao do Potencial Elétrico

Método de Galerkin

. Oy
— < min — — v
|6 — dnll1 < Jmin o |6 — vnllx

s

\
¢
¥
o
Vh bn

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos

Os métodos de elementos finitos escolhem as funcoes de
base Ni,...N, com base numa discretizacdo do dominio 2

&5 =
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Método de Elementos Finitos

Os métodos de elementos finitos escolhem as funcoes de
base Ni,...N, com base numa discretizacdo do dominio 2

Seja 2 = [0,1] x [0,1].

I,

I

&5 =
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Método de Elementos Finitos

Os métodos de elementos finitos escolhnem as funcoes de
base Ni,...N, com base numa discretizacdo do dominio 2

Seja 2 = [0,1] x [0,1].

&5 =
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Método de Elementos Finitos

Os métodos de elementos finitos escolhnem as funcoes de
base Ni,...N, com base numa discretizacdo do dominio 2

Seja 2 = [0,1] x [0,1].

Associamos uma funcao de base a cada vértice (exceto em I'y)

e =
Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base eo0o0

Dados os vértices 1, ..., x,, escolhemos Ny,... N, tais que:
e N;(x) € continua;
o Ni(x)|k.,= Ni(z,y) |k, = a® + b+ cy (N;|k, temgrau 1)

1, i=
: Ni(‘”"):{ 0 it

&5 =
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Método de Elementos Finitos
Fungbes de base eo0o0

Dados os vértices x1, ..., x,, escolhemos Ny, ... N, tais que:
e N;(x) € continua;
o Ni(x)|k.,= Ni(z,y) |k, = a® + b+ cy (N;|k, temgrau 1)

) Ni(xj)z{ 0, i)

=3
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Método de Elementos Finitos
Fungbes de base eo0o0

Dados os vértices x1, ..., x,, escolhemos Ny, ... N, tais que:
e N;(x) € continua;
o Ni(x)|k.,= Ni(z,y) |k, = a® + b+ cy (N;|k, temgrau 1)

) Ni(xj)z{ 0, i)

=3
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Método de Elementos Finitos
Fungbes de base eo0o0

Dados os vértices x1, ..., x,, escolhemos Ny, ... N, tais que:
e N;(x) € continua;
o Ni(x)|k.,= Ni(z,y) |k, = a® + b+ cy (N;|k, temgrau 1)

) Ni(xj)z{ 0, i)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base eo0o0

Dados os vértices 1, ..., x,, escolhemos Ny,... N, tais que:
e N;(x) € continua;
o Ni(x)|k.,= Ni(z,y) |k, = a® + b+ cy (N;|k, temgrau 1)

) Ni(xj)z{ 0, i)

AN
G
R
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(:B), Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(x) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(w) + ann(w)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(:B), Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(x) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(w) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

=3

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 24/61



Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €
f(w) = lel(m) + f2N2($) + ...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)
Temos que f € V;,. Além disso,

f(x1) = fiNy (1) +foNo(z1)+. . A+ fr1 N1 (21)+ N (1)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

f@y) = f1(1) + f200) + ... + fu_1(0) + fn(0)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

flx1) = fi

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

f(x1) = f(z1)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €
f(w) = lel(m) + f2N2($) + ...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)
Temos que f € V;,. Além disso,

f(x2) = fiNy (22)+ foNo(22)+. . A fr1 Np_1(22)+ N (22)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

f(@2) = f1(0) + fo(1) + ... 4+ fu_1(0) 4+ fn(0)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

f(x2) = f2

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(e'B) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

f(x2) = f(x2)

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(w) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

f(x2) = f(x2)

Em geral, f(x;) = f(x;), ou seja, f interpola f em xy,...x,

=3
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(@) = fiNi(z) + foNo(x) + ...+ fac1No—1(x) + fulNo(z)
Temos que f € Vj,. Além disso,

f(x2) = f(x2)

Em geral, f(x;) = f(x;), ou seja, f interpola f em x1,...x,

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Dada f(m)’ Sejam fl = f(ml)a . -vfn = f(mn) €

f(w) = lel(m) + f2N2($) +...+ fn—an—l(w) + ann(w)

Temos que f € V;,. Além disso,

f(x2) = f(x2)

Em geral, f(x;) = f(x;), ou seja, f interpola f em xy,...x,

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Lembrando que

Cy
|6 — onlli < Jmin o o — vnll,

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Lembrando que
Cy
_ < in —= —
16 = onll < min =6 = valls,
temos em particular que

16— dall < %jw ol

&5 =
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Método de Elementos Finitos

Fungbes de base

Lembrando que
Cy
_ < in —= —
16 = onll < min =6 = valls,
temos em particular que

16— dall < %jw ol

Assim, ||¢ — @ll1 — 0= ||¢ — ¢p|l1 = 0

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos
Implementacao

Passos do método de elementos finitos:

© Geracao da malha

@ Calculos no elemento de referéncia
© Algoritmo de montagem

O Solucao do sistema linear

@ Visualizacao, poés-processamento

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Geracao da malha

Pacote utilizado

Utilizaremos o pacote triangle :

Triangle: A Two-Dimensional Quality Mesh Generator and D... http: .cs.cmu.edu/~quake/triangle html

A Two-Dimensional Quality Mesh
Generator and Delaunay
Triangulator.

Jonathan Richard Shewchuk
Computer Science Division
University of California at

Berkeley
Berkeley, California 94720-1776
jrs@cs.berkeley.edu
e =
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Geracao da malha

Dados relevantes / meios homogéneos

O gerador de malha deve fornecer:
e NUmero de vértices
Coordenadas dos vértices

Numero de elementos (no caso, triangulos)
Matriz de conectividade dos elementos

Identificacdo dos vértices na fronteira

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Geracao da malha

Dados relevantes / arquivo gerador da malha do Exemplo 1

quad.poly: geracao de uma malha em um dominio quadrado

Numero de vertices, dimensao (2), numero de atributos e
e numero de ident. de fronteira (1: Dirichlet; 2: Neumann)

201
Vertices

00
01
11
10

PR PR

Linhas (sobretudo do contorno)

1
1
2
3
4

PR PR

2
3
4
1
Numero de furos no dominio (seguido pelas coords)

Numero de sub-regioes (seguido pelas coords)

Saulo P. Olivei
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Geracao da malha
utilizagao do pacote triangle

Sintaxe (h& mais opgoes):
Jtriangle -qANG -aA INPUT.poly

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Geracao da malha
utilizagao do pacote triangle

Sintaxe (h& mais opgoes):
Jtriangle -qANG -aA INPUT.poly
e ANG: angulo minimo dos triangulos (ex: 30 (30°))
e A:area maxima dos triangulos (ex: 0.01 (0.01u.a.))
¢ INPUT: nome do arquivo de entrada (extensao .poly)

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Geracao da malha
utilizagao do pacote triangle

Sintaxe (ha mais opgoes):
Jtriangle -gANG -aA INPUT.poly

e ANG: angulo minimo dos triangulos (ex: 30 (30°))

e A:area maxima dos triangulos (ex: 0.01 (0.01u.a.))

¢ INPUT: nome do arquivo de entrada (extensao .poly)
Aplicativo adicional para visualizar a malha gerada:
/showme INPUT.poly

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Geracao da malha

Arquivos gerados

quad.1.node: quad.i.ele:
9201
1 o 0 1 8 3 0
2 01 1 1 8 3 5
3 111 2 6 1 5
4 10 1 3 509 2
5 05 05 0 2 . 2 6
6 0 05 1 s 1 7
7 es o 1 . > 4 s
8 105 1
5 05 1 A

# Generated by ./triangle -q -a0.2 quad.poly  , cononqted by ./triangle -q -a@.2 quad.poly

&5 =

Saulo P. Olivei
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Geracao da malha

Arquivos gerados

quad.1.node: quad.i.ele:
92 0 1
1 2 0 1 8 3 0
2 01 1 1 8 3 5
3 111 2 6 1 5
4 10 1 3 5 9 2
5 0.5 05 0 2 5 > 6
6 ©0 05 1 s s 1 2
7 05 0 1 p 7 1 s
8 1 05 1
s o051 o1 A
# Generated by ./triangle -q -a@.2 quad.poly

# Generated by ./triangle -q -a@.2 quad.poly
Do arquivo quad.1.node:
e NUmero de vértices: 9

e Coordenadas dos vértices:
[0,0],[0,1],...[0.5,1]

e Identificagao dos vértices
na fronteira:
[1,1,1,1,0,1,1,1,1]

Saulo P. Oliveira
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Geracao da malha

Arquivos gerados

quad.1.node: quad.i.ele:
9 2 0 1

1 o 0 1 8 3 0

2 0 1 1 1 8 3 5

3 11 1 2 6 1 5

4 10 1 3 5 9 2

5 0.5 0.5 [4 4 5 2 6

6 9 0.5 1 5 5 1 7

7 0.5 0 1 6 7 4 5

8 1 0.5 1

7 4

9 05 1 1 : 2 : g
# Generated by ./triangle - -a0.2 quad.poly 4 copergted by ./triangle -q -a@.2 quad.poly
Do arquivo quad.1.node: 9

2 3

e NUmero de vértices: 9

e Coordenadas dos vértices:
[0,0],[0,1],...[0.5,1] 6 i .

e Identificagao dos vértices
na fronteira:
[17 ]-7 17 1705 ]-a ]-a ]-7 ]-]

Saulo P. Oliveira

4
1 7 5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 31/61



Geracao da malha
Extragao dos dados relevantes

Do arquivo quad.1.ele:
e NUmero de elementos: 8

8 6 5 5

e Matriz de conectividade: | 3 1 9 3

5 b 2 9
2 o 3

6 5
8
1 7 4
e =
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Geracao da malha
Extragao dos dados relevantes

Do arquivo quad.1.ele:
e NUmero de elementos: 8

8 6 5 5
e Matriz de conectividade: | 3 1 9 3
5 b 2 9
2 o 3
1
5
6 8
1 7 4
e =
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Geracao da malha
Extragao dos dados relevantes

Do arquivo quad.1.ele:
e NUmero de elementos: 8

8 6 5 5
e Matriz de conectividade: | 3 1 9 3
5 b 2 9
2 o 3
1
5
6 8
2
1 7 4
e =
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Geracao da malha

Extracao dos dados relevantes

Do arquivo quad.1.ele:
e NUmero de elementos: 8

8 6 5 5
e Matriz de conectividade: | 3 1 9 3
5 5 2 9
2 ’ 3
3 8
4 5 1
6 8
> 7
5 6
1 7 4
e =
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Elemento de referéncia

Ha uma transformacéo do triangulo K para qualquer triangulo:
3 A

>

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Ha uma transformacéo do triangulo K para qualquer triangulo:
3 A

>

3 1

O triangulo K é definido por &, = (1,0), &2 = (0,1), @3 = (0,0)

&5 =
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Elemento de referéncia

Ha uma transformacéo do triangulo K para qualquer triangulo:
3 A

N

3 1

O triangulo K é definido por &, = (1,0), &2 = (0,1), @3 = (0,0)

>

Vamos escrever a transformagao na forma
{l’(f,??) = 21 N1(2,9) + 22N2(2, §) + 23 N3(2, )
y('%7 g) = lel(j:a Z)) + y2N2(§:7 @) =+ y3N3(A7 Q)

&5 =
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Elemento de referéncia

Ha uma transformacéo do triangulo K para qualquer triangulo:
3 A

N

3 1

O triangulo K é definido por &, = (1,0), &2 = (0,1), @3 = (0,0)

>

Vamos escrever a transformagao na forma
{x(f:, §) = w1N1(,§) + 22 Na (&, §) + 23 N3(2,9)
y(@,9) = y1N1(2, ) + y2N2(2,9) + ysNs(#, )
Vetorialmente, (&) = @, N1 (&) + xoNo(&) + x3N3(&)

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

.

ac(ﬁc) = 2121N1( ) + mgNQ( ) + ngg(i)

&5 =
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

.

x(&) = 1 N1 (&) + 22N (&) + 23N3(d)
Para que x(x1) = x1, vamos impor
(#1) =1, Np(&1) =0, N3(@1)=0

&5 =
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

.

x(&) = o1 N1 (&) + 22N (&) + 23 N3(2)
Para que x(x1) = x1, vamos impor
(#1) =1, No(@;)=0, N3(&1)=0
Analogamente,
@ (&) = xo = Ni(2) =0, No(d) =1, Ni(dg) =0
x(#3) = x3 = Ni(&3) =0, No(3) =0, Ni(@s)=1 . -

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,

~ L ]_, 7,:]

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

~ L ]_, 7,:]

w
D,
QO

=
—_
—~
ol
N~—
Il
=z
—~
>
<
SN—
Il
Q
—
+
(el
—
>
+
o
—
Ny

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,

N 1 (:1} 1 ) =1
N 1 (5[32) = 0
1(&3) =0
e =
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,

Ni(1,0) =1
N1(0,1) =0
N1(0,0) =
e =
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,

~ L ]_, 7,:]

Seja Ny (&) = Ni(&,9) = a' +b'& +c'j .
al + b1 (1) + 1 (0) =1
at + b1 (0) + (1)

al +b(0) + ¢1(0)

0
0

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,
. 1, i=j

Seja Ny (&) = Ni(#,9) = a* + b3 + 1y .

at +bt =1
at+ct =0
a' =0
e =
Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 35/61



Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

~ L ]_, 7,:]

Seja Ny (&) = Ni(&,9) = a' +b'& +c'j .
bl =1
ct=0
at =0
E =
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

~ L ]_, 7,:]

Seja Ny (&) = Ni(#,9) = a* + b3 + 1y .
=1
=0
at =0
Portanto, Ny (, ) = .
e =
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,
oo 1, =
Nil#)) = { 0, i#]
Seja Ny (&) = Ni(#,9) = a* + b3 + 1y .
=1
=0
a' =0
Portanto, N (, ) = . Ao final, encontramos:
Ni(&,9) =&, No(2,9) =9, Ns(#,9)=1-2—9.

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,
oo 1, i=
Nil#)) = { 0, i#]
Seja Ny (&) = Ni(#,9) = a* + b3 + 1y .
=1
=0
a' =0
Portanto, N (, ) = . Ao final, encontramos:
Ni(&,9) =&, No(2,9) =9, Ns(#,9)=1-2—9.

OBS: A transformacéo « = z() € linear, i.e.,
z(z) = :BlNl(m) + zczNg(a:) + m3N3(:i:)

&5 =
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Elemento de referéncia

Fungdes de base locais

Assim,
oo 1, i=
Nil#)) = { 0, i#]
Seja Ny (&) = Ni(#,9) = a* + b3 + 1y .
=1
=0
a' =0
Portanto, N (, ) = . Ao final, encontramos:
Ni(&,9) =&, No(2,9) =9, Ns(#,9)=1-2—9.

OBS: A transformacéo « = z() € linear, i.e.,
z(x) = JkT + xo

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Relagdo entre N; e N;

Sejam Q =K, ' =Ty e x(x) = Jx& + xo.

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Relagdo entre N; e N;

Sejam Q =K, ' =Ty e x(x) = Jx& + xo.
Neste caso, V;, = span{ Ny, N2, N3}.

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Relagéo entre N; e N;

Sejam Q =K, ' =Ty e x(x) = Jx& + xo.
Neste caso, V;, = span{ Ny, N2, N3}.

Temos que

1, i=j . 1, i=j )
Ni(%‘)Z{O’ i;«é; , Ni(a’j):{o’ i#? , x(xy) = @

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Relagéo entre N; e N;

Sejam Q =K, ' =Ty e x(x) = Jx& + xo.
Neste caso, V;, = span{ Ny, N2, N3}.

Temos que
1, i=j o 1, i=j
Ni(xz(x;)) = oY Nij(z;) = oY
e ={ g 127 men={g 1]
e =
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Elemento de referéncia

Relagéo entre N; e N;

Sejam Q =K, ' =Ty e x(x) = Jx& + xo.
Neste caso, V;, = span{ Ny, N2, N3}.

Temos que

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Relagéo entre N; e N;

Sejam Q =K, ' =Ty e x(x) = Jx& + xo.
Neste caso, V;, = span{ Ny, N2, N3}.

Temos que

Como N; e N; sdo lineares, N;(z(z)) = Ni(&).

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Relagéo entre N; e N;
Sejam Q =K, I' =Ty e x(x) = Jxx + xo.
Neste caso, V;, = span{ Ny, N2, N3}.

Temos que

Como N; e N; sdo lineares, N;(z(z)) = Ni(&).

Pode-se mostrar (Jin, 2003) que VN;(x(x)) = JIQIVM(:&)

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Relagéo entre N; e N;
Sejam Q =K, I' =Ty e x(x) = Jxx + xo.
Neste caso, V;, = span{ Ny, N2, N3}.

Temos que

Como N; e N; sdo lineares, N;(z(z)) = Ni(&).

Pode-se mostrar (Jin, 2003) que VN;(x(x)) = JIQIVM(:&)

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Calculo das Integrais

Vamos aproximar f(z) por f(z) = Y7_, f;N;(),

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Calculo das Integrais

Vamos aproximar f(z) por f(z) = Y7_, f;N;(),

/f x) dQ ~ Zf]/N

=3

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Calculo das Integrais

Vamos aproximar f(z) por f(z) = Y7_, f;N;(),

| f@mie) o= Zf]/ Ny ( (&) | T |

=3

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Calculo das Integrais

Vamos aproximar f(z) por f(z) = Y7_, f;N;(),

/f x) dQ ~ ZfJ/N &) | Jrc|dS2

=3

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Calculo das Integrais

Vamos aproximar f(z) por f(z) = Y7_, f;N;(),

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Calculo das Integrais

Vamos aproximar f(z) por f(z) = Y7_, f;N;(),

/f x) dQ ~ ZfJ/N )Ni(&) | T |dQ

Por outro lado, tomando o(z) |k~ ok,

/J(m)Vu(az)-Vv(a:)dQzUK/(JK1VNj(:&))-(JKIVNi(ﬁz))|JK|dQ
K K

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Integragao numérica
Visando automacéo, calculamos as integrais com quadraturas:
[ B@Ni(@) 1Tkld = 3 N0 Nio) el
K =1

Nint

/K(J YUN;()) - (J' VN (& |JK|dQ~Z J VN () - (T ' VNi(D))) | Txc|wy

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elemento de referéncia

Integragao numérica

Visando automacéo, calculamos as integrais com quadraturas:

/ Ny (@) Ny(@) |Tcld® ~ S N5 Ni(py) ey
K =1

/K(J YUN;()) - (J' VN (& |JK|dQ~Z J VN () - (T ' VNi(D))) | Txc|wy

OBS:
e Para fungbes de base de ordem mais alta, |Jx| = |Jx (p;)|-
e E possivel usar p; = &;
Ex: elementos espectrais GLL (Komatitsch e Tromp, 1999)

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

O algoritmo de montagem estende a técnica acima para
malhas compostas por varios elementos

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

O algoritmo de montagem estende a técnica acima para
malhas compostas por varios elementos

Fato 1: se a malha possui V. elementos K3, ... Ky,

Ne
/Q fein=3 [ i

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

O algoritmo de montagem estende a técnica acima para
malhas compostas por varios elementos

Fato 1: se a malha possui V. elementos K3, ... Ky,

N
| r@an=3" [ fa@)l|d
Q /K
Sejam Ny (x), N5(x), N5(x) as fungbes de base caso 2 = K°

Fato 2: as fungbes de base N;(x), ... N,(x) sdo ligadas a
Ni(x), N5(x), N5(x) por meio da matriz de conectividade

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo

1 7 4
A funcdo Ns(x) restrita ao elemento K, satisfaz

N5(CB5) = 1, N5(£l?3) = 0, N5(£I:g) =0

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo

1 7 4
A funcdo Ns(x) restrita ao elemento K, satisfaz
Ns(x5) =1, Ns(xz) =0, Ns(xzs) =0

A base local no elemento K satisfaz

Ni(@}) =1, Ni(zz) =0, Ni(z3)=0

Ny(@}) =0, Ny(wg) =1, Ny(z3) =0

Nj@)=0, NM@h=o N@)=1
Métodos de Elementos Finitos para as Equacées de Maxwell  40/61




Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 41/61
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Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

temos que

5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 41/61
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Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

8 6
M=131
5 5

N © Ot
L

temos que

1 1 1
ml — .’1:8, CC2 — .’23, 2133 - 1135

Substituindo na base local no elemento Kj:
Ni(z}) =1, Nj(z3)=0, Ni(z3)=0
Nj(z}) =0, Nj(z3)=1, Ny(z3)=0
Nj(z}) =0, Nj(z3)=0, Nj(z3)=1

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

8 6
M=131
5 5

N © Ot
L

temos que

1 1 1
ml — .’1:8, iBQ — .’23, 2133 - 1135

Substituindo na base local no elemento K;:

Ni(zg) =1, Nl(x3)=0, Nif(z5)=0
Nj(xzg) =0, Ny(w3)=1, Ni(z5)=0
Nj(zs) =0, Nj(z3) =0, Nj(zs)=1
e =
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Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

N © Ot
w

8 6
M=]3 1
5 5

temos que

1 1 1
r, = Iy, Ty = I3, T3 = Th

Substituindo na base local no elemento K;:

Ni(xzg) =1, Ni(xz3)=0, Ni(xz5) =0
Ny(xs) =0, Ny(xz) =1, Ny(zs)=0
N3(ms) =0, Nj(z3) = N§(fv5) =1
Fungdo Ns(xz): Ns(xs) =1, Ns(xzs) = Ns(xg) =0
-
Métodos de Elementos Finitos para as Equacdes de Maxwell  41/61




Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

N © Ot
[J%)

8 6
M=1|31
5 5

temos que

1 1 1
wl — 178, (132 — :133, m3 - e’.l:5

Substituindo na base local no elemento K;:

Ni(xzg) =1, Ni(xz3)=0, Ni(xz5)=0
Ni(xzg) =0, Nji(xz3)=1, Nj(xz5)=0
Ng(wg) = 0, N§($3) = 0, N?}(w5) =1
Conclusdo: Ns(z)|x,= Ni(z)
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 41/61




Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

N © Ot
w

8 6
M=1]3 1
5 9

temos que

1 1 1
CL’l - mS, :DZ - :133, mg - e'l:5

Substituindo na base local no elemento K;:

N11(€L‘8)=1 Ni(z3) =0, Ni(zs5)=0
N3(zs) =0, Nj(z3)=1, Ny(xs)=0
Nj(xzs) =0, Nj(z3)=0, Nj(xs)=1
Conclusdo: Ny, , (x) |k, = N3 ()
-
Métodos de Elementos Finitos para as Equacées de Maxwell  41/61




Algoritmo de montagem

Exemplo

Da matriz de conectividade

N © Ot
[J%)

8 6
M=1|31
5 5

temos que

1 1 1
wl — :138, (132 — :133, w3 - e’.l:5

Substituindo na base local no elemento K;:

Ni(xzg) =1, Ni(xz3)=0, Ni(xz5)=0
Ni(xzg) =0, Nji(xz3)=1, Nj(xz5)=0
Ng(wg) = 0, Ng}(xgg) = 0, N?}(w5) =1
Em geral: Ny,  (x)|x.= N{(x)
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 41/61




Algoritmo de montagem

Exemplo eeo
Arelagdo Ny, (x) = Ni(x) somente é validase I' = I'y

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo eeo
Arelagdo Ny, (x) = Ni(x) somente é validase I' = I'y

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
vértice pertence aI'y:

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo eeo
Arelagdo Ny, (x) = Ni(x) somente é validase I' = I'y

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
vértice pertence aI'y:

Nrpu, ) (x) = Ni(x)

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo eeo
Arelagdo Ny, (x) = Ni(x) somente é validase I' = I'y

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
vértice pertence aI'y:

NID(Mi,e)(w) = N{ (z)
Algoritmo de montagem:
parae=1...N,:
parai,j=1...3:

calcule F(Ny) = f(x)N{ (x) dQ2
Ke

calcule a(N7, N5) = / o(x)Vu(x) - Vo(x) d

e

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
vértice pertence a I'y:

Algoritmo de montagem:

parae=1...N:
parai,j=1...3:

Tint

calcule F(N, ZfEZN Ni(Dy) |k [wi
7=1 =1

Nint
caleule a(NY, Ny) = oxcy (i VN (By)- (T VN:i(B) | i |y

=1

e =
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Algoritmo de montagem

Exemplo

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
vértice pertence a I'y:

Algoritmo de montagem:

parae=1...N:
parai,j=1...3:

Tint
calcule F(N, Z s Z N;(B)Ni(By) | il
7=1 =1
Nint
calcule a(Nf, N5) = oy (Ji' VN;(By))-(Jic" VN:(B))| T [
=1

seI=ID(M.)#0eJ=1ID(M,.)#0,

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Algoritmo de montagem

Exemplo

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
vértice pertence a I'y:

Algoritmo de montagem:

parae=1...N:
parai,j=1...3:

Tint
calcule F(N, Z s Z N;(B)Ni(By) | il
7=1 =1
Nint
calcule a(Nf, N5) = oy (Ji' VN;(By))-(Jic" VN:(B))| T [
=1

seI=ID(M.)#0eJ=1ID(M,.)#0,

a(NI, NJ) = a(N], N]) + CL(Nie, N]e)
F(N1) = F(N1) + F(NP)

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell
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Método de Elementos Finitos
Exemplo 1: solugao conhecida

—V-(Vo(x)) = sin(rz)sin(ny), x €
¢lr = 0

=3

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos
Exemplo 1: solugao conhecida

—V-(Vo(x)) = sin(rz)sin(ny), x €
¢lr = 0

=3

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos
Exemplo 1: solugao conhecida

—V-(Vo(x)) = sin(rz)sin(ny), x €
¢lr = 0

P(x,y) = 55z sin(mz) sin(my) bn(z,y)

Saulo P. Oliveira
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Método de Elementos Finitos

Exemplo 2: potencial elétrico

L 4
L
L L
I
e =
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Método de Elementos Finitos

Exemplo 3: potencial elétrico em meio heterogéneo

ISOPEEINN ATAVAY 9w v rav=:
(/AN e e
AP ras e vava SRR RRRRRR

b AVAN v R
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(z)e ™! H(x,t) = H(x)e ™!, ...

E
VxH— ea— =J
ot
o0H
— +VXE=0
ot T
V- (eE)=p
V. (uH) =0
e =
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(z)e ™! H(x,t) = H(x)e ™!, ...

V x (He ™) — e%(Ee_M) = Je
u%(ﬂeiwt) +Vx(Be ™) = 0

V- (GEefiwt) — /A)efiwt
V. (uHe ™) =

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(z)e ™! H(x,t) = H(x)e ™!, ...

e” WY x H — eE%(e_i‘“t) = Je ot
uﬂ%(ei”t) +e™VXE = 0
efiwtv . (GE) — pAefiwt

e—iwtv . (/,LI:I) —

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(x)e~ ™! H(x,t) = H(z)e ™!, . ..
TN x H 4+ jweBe @t = Jemiwt
—iwpHe ™ 4 e x E = 0
e L (eB) = pe !
eIV - (uH) =

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(z)e ™! H(x,t) = H(x)e ™!, ...

Vx H+iveE = J
—iwpH+VXE = 0
Vo (E) =
V-(uH) = 0
o=
Métodos de Elementos Finitos para as Equacdes de Maxwell  46/61




Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(z)e ™! H(x,t) = H(x)e ™!, ...

VxH+iveE = J
—iw,uﬂ—i—VxE =0
V-(cE) = p
V-(uH) = 0

Seguindo Monk (2003), J = o E + J,,
J,: densidade da fonte externa de corrente

Vxﬂ+iweE:j

&5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 46/61
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(z)e ™! H(x,t) = H(x)e ™!, ...

VxH+iveE = J
—iw,uﬂ—i—VxE =0
V-(cE) = p
V-(uH) = 0

Seguindo Monk (2003), J = o E + J,,
J,: densidade da fonte externa de corrente

VxlﬁI—{—iweE:c;’E—i—ja

&5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 46/61
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas
Deducéo

Vamos tomar E(x,t) = E(z)e ™! H(x,t) = H(x)e ™!, ...

Vx H+iveE = J
—iwpH+VXE = 0
Ve (eB) = )
V-(uH) = 0

Seguindo Monk (2003), J = o E + J,
J.: densidade da fonte externa de corrente

V x H + iw(e + io/w)E = J,

&5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 46/61
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Forma reduzida

Sistema de Maxwell harmoénico de Primeira Ordem
VxE—iwpH =0 V- (cE) =p
iw(e+io/)E+VxH =J, 0

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Forma reduzida

Sistema de Maxwell harménico de Primeira Ordem
VxE—iwpH =0 V-(cE) =)
{iw(e-l—ia/w)E-i—Vxﬂ =J. { 0
Vamos eliminar o campo magnético:
VxE =iwpH V< '+
{ iw(e+io/w)E+V xH =J, iw*

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Forma reduzida

Sistema de Maxwell harmonico de Primeira Ordem
VxE—iwpH =0 V-(cE) =)
{iw(e-l—ia/w)E-i—Vxﬂ =J. { 0
Vamos eliminar o campo magnético:
Vx(ulVxE) =iwVxH
{ —w(e+io/w)E +iwV x H =iwd,

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 47/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Forma reduzida

Sistema de Maxwell harménico de Primeira Ordem
VxE—iwpH =0 V- (cE) =p
{iw(e—i—ia/w)E—i—VxI:I =J. {V(uI:I) =0
Vamos eliminar o campo magnético:

—w(e+io/w)E+V x (0 'V x E) = iwd,

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 47/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Forma reduzida
Sistema de Maxwell harménico de Primeira Ordem
VxE—iwpH =0 V- (cE) =p
{iw(e—i—ia/w)E—i—VxI:I =J. {V(uI:I) =0
Vamos eliminar o campo magnético:
—w(e+io/w)E+V x (0 'V x E) = iwd,

Sistema de Maxwell de Segunda Ordem

VX (VX E)—w?E=F

- e ~ .0
F=iwd,, €é=¢+i—
w

OBS: convém normalizar as equagdes com respeito as
constantes no vacuo (e, 1) P

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Consideremos o seguinte problema:
Vx(p 'VxE)-w?E =F,
Exn =0, xz€T

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Consideremos o seguinte problema:
Vx(p 'VxE)-w?E =F,
{ Exn =0, xel
Sejam
H(curl,Q) = {E:Q—C% VxE¢cL*Q) xL*Q) x L*(Q)}
V = {Ee€H(curl,Q); Exn=0 sobreT}

Produto Interno complexo

(u,v):/u-de:/ETudQ
Q Q

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Consideremos o seguinte problema:
Vx(p 'VxE)-w?E =F,
{ Exn =0, xel
Sejam
H(curl,Q) = {E:Q—C% VxE¢cL*Q) xL*Q) x L*(Q)}
V = {Ee€H(curl,Q); Exn=0 sobreT}

Produto Interno complexo

(u,v):/u-de:/ETudQ
Q Q

Fazendo o produto interno com v € V,
(VX (u7'V x E),v) - w*(¢E,v) = (F,v)

Saulo P. Oliveira

&5 =

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 48/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Teorema de Stokes em R?:

/Q(Vxu)-de:/Qu-(Vxv)dQ—F/F(nxu).vdp

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 49/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Teorema de Stokes em R?:
/(qu)'vdﬁz/u-(va)dQ—i—/(nxu)-'vdF
Q Q r

Comonxu=0emT,

/Q(qu)-de:/Qu-(va)dQ

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 49/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Teorema de Stokes em R?:
/(qu)-de:/u-(va)dQ+/(nxu)-vdF
Q Q r

Comonxu=0emT,

(Vxu,v)=(u,V xv)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 49/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Teorema de Stokes em R?:
/Q(Vxu)'vdﬁz/gu-(vxv)dQ—i—/F(nxu)-'vdF
Comon xu=0emT,
(Vxu,v)=(u,V xv)
Tomandou = 'V x E
(Vxu,v)=(u,V xv)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 49/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulagao variacional
Teorema de Stokes em R?:
/(qu)-de:/u-(va)dQ+/(nxu)-vdF
Q Q r
Comonxu=0emT,
(Vxu,v)=(u,V xv)
Tomando u = 'V x E
(Vx (u 'V x E),v)=(u"'VxE,V xv)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 49/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional
Teorema de Stokes em R?:
/(qu)'vdﬁz/u-(va)dQ—i—/(nxu)-'vdF
Q Q r
Comonxu=0emT,
(Vxu,v)=(u,V xv)
Tomandou = 'V x E
(Vx (u'VxE),v)=(u"'VxE,V xv)

(V x (171V x E),v) — W*(¢E,v) = (F,v)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 49/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulagao variacional
Teorema de Stokes em R?:
/(qu)-de:/u-(va)dQ+/(nxu)-vdF
Q Q r
Comonxu=0emT,
(Vxu,v)=(u,V xv)
Tomando u = 'V x E
(Vx (u 'V x E),v)=(u"'VxE,V xv)

(1 IV x E,V x v) —w?(EE,v) = (F,v)

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional

Teorema de Stokes em R3:
/(qu)-de:/u-(va)dQ+/(nxu)-vdF
Q Q r
Comonxu=0emT,
(Vxu,v)=(u,V xv)
Tomando u = 'V x E
(Vx (u 'V x E),v)=(u"'VxE,V xv)

(1 'V x E,V x v) —w?*(éE,v) = (F,v)
Formulacgao Variacional: encontrar E € V tal que
(W IV x E,Vxv)—w?EE,v)=(F,v) YveV

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 49/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no

Para adaptar a formulagao a R?, vamos considerar

Ul U1
u1
’U,:’U,(:E,y) = = uz |, ’U:’U(ﬂf,y) = v2 |,
2 0 0
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 50/61




Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no

Para adaptar a formulagao a R?, vamos considerar

U1 U1
u1
u = ’U,(:E, y) = U = uz |, v = ’U(l‘,y) = v2 |,
0 0
Temos que
0
UXV = 0 ,
U201 — ULV2
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 50/61




Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no

Para adaptar a formulagao a R?, vamos considerar

U1 U1
u1
u:u($ay):|:u2:|: uz |, ’U:’U(l"y): v2 |,
0 0
Temos que
0 0
UXV = 0 , VXu = 0 ,
8u2 _ a’u,]_
Uv1 — U1V2 B _8y
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 50/61




Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no

Para adaptar a formulagao a R?, vamos considerar

u U U1
’U,:’U,(,I,y): |:U1:| = uz |, ’U:’U(l"y): v2 |,
2 0 0
Temos que
el
0 0 0 dy
UXv = 0 , Vxu = 0 , Vx| 0| = _%
U2V1 — ULV2 % — %—uyl ¢ 0

Por isso, sdao adotadas as seguintes notagoes

8U2 8U1 quﬁz [% _@]T

oy’ Oz

&5 =

UXV = UV —UIV2, VXU = ———,
or Oy

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no plano

Teorema de Stokes em R3 com u = [0,0,&]7,v € V:

/Q(qu)-de:/Qu-(va)dQ

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 51/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no plano

Teorema de Stokes em R3 com u = [0,0,&]7,v € V:

/Q(ng)-de:/ngdg

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 51/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no plano

Teorema de Stokes em R3 com u = [0,0,&]7,v € V:
/(VXg)-de:/vang
Q Q
Escolhendo ¢ = 4~V x E,

/Q(ng)-de:/ngdg

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 51/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no plano

Teorema de Stokes em R3 com u = [0,0,&]7,v € V:

/(VXg)-de:/vang
Q Q
Escolhendo ¢ = 4~V x E,

/Vx(;F1V><E)-de:/va(u_1V><E)dQ
Q Q

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 51/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no plano

Teorema de Stokes em R3 com u = [0,0,&]7,v € V:

/Q(ng)-de:/ngdg

Escolhendo ¢ = 1~ 'V x E,

(Vx (u 'V xE),v)=(u"'VxE,V xv)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 51/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no plano

Teorema de Stokes em R3 com u = [0,0,&]7,v € V:

/(ng)-de:/mfdQ
Q Q
Escolhendo ¢ = 7'V x E,
(Vx (u'Vx E),v)=(u 'V x E,V xv)
Formulacao variacional: encontrar E € V tal que
(0 'V x E,V xv) —W?*EE,v) = (F,v) YveV

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 51/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no plano

Teorema de Stokes em R3 com u = [0,0,&]7,v € V:

/(ng)-de:/ngQ
Q Q
Escolhendo ¢ = 1~ 'V x E,
(Vx (u 'V xE),v)=(u"'VxE,V xv)
Formulacao variacional: encontrar [El,Eg]T e V tal que
—w2(€E2,’02) = (F1,v1) + (Fy,v9) V[vl,vg]T ev

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 51/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no

Vetor normal e vetor tangente no plano (Grote et al, 2008):

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no

Vetor normal e vetor tangente no plano (Grote et al, 2008):

v-t = vi(—n2)+ ve(ny)
VXN = VN1 —UIN2
a =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 52/61




Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Formulacao variacional no

Vetor normal e vetor tangente no plano (Grote et al, 2008):

v-t=vXn

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 52/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado sul:
Exnle-t1=0

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado sul:
(El,EQ) (1,0) =0= F; =0

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado norte:
E x Nnog = E- ty = 0

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 53/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado norte:
(El,EQ) . (—1,0) =0 = E1 =0

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 53/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado oeste:
E x ng = E. i3 = 0

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 53/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado oeste:
(El,EQ) . (O,—l) =0 = EQ =0

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 53/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado leste:
E x nygy = E- ty = 0

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 53/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

Lado leste:
(El,EQ) . (0,1) ZO:EQ =0

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 53/61



Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

resumindo:
V ={FE € H(curl,2); E xn =0 sobreI}

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Equacoes de Maxwell Harmoénicas

Condicdes de contorno no plano

)

-

1 ke

E————

l(1
resumindo:
Eq
V=<FE= E, S H(CUF', Q) Ey |p1 FEq |p2 E, |F3 Ey |p4: 0
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 53/61




Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o0 mesmo tipo de fungdes de base
do problema do potencial, porém vetoriais:

Ni(z),Nao(x),...,N,(x)

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o0 mesmo tipo de fungdes de base
do problema do potencial, porém vetoriais:

() ()~ (i)

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 54/61



Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o0 mesmo tipo de fungdes de base
do problema do potencial, porém vetoriais:

(67): () (57) (o) (%67 ()

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o0 mesmo tipo de fungdes de base
do problema do potencial, porém vetoriais:

(67): () (57) (o) (%67 ()

Agora temos duas fungdes por vértice
Ni(z), Ny(z), N3(z), Ni(x), ..., Ng, (), Ny, ()

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o0 mesmo tipo de fungdes de base
do problema do potencial, porém vetoriais:

(67) () (7)) (7))

Agora temos duas funcdes por vértice
Nf(a:),Ng(w),Ng(m),NZ(:n),, 12)”71(.’12), gn(w)

Equacdes do sistema (método de Galerkin):

2n
> Ej(n'V X NY, VX N})—w?(€NY,NY) = (F,NY) 1<i<2n
j=1

&5 =

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o0 mesmo tipo de fungdes de base
do problema do potencial, porém vetoriais:

(67): () (57) (o) (%67 ()

Agora temos duas fungdes por vértice
Ni(z), Ny(z), N3(z), Ni(x), ..., Ng, (), Ny, ()

Equacdes do sistema (método de Galerkin):

2n ONP?  ONP'\ [oN'?  aNY!
E. -1 J J i i 2 ~Ny,l N-U’l
JZ_; ]<H ( Ox oy |\ Ox oy W (ENT, NG

—w? (NP2 NP?) = (P, N + (Fp, NP?) 1<i<2n

Saulo P. Oliveira

&5 =
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Elementos Finitos Nodais
Base local

Vamos enumerar a base local do seguinte modo:

Ny = (M) v = (M) e = (M),

N3 @ = (i) V@ = (glay) V5@ = (50

{N{(z),...,N§(x)}: base local do caso potencial.

&5 =

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 55/61




Elementos Finitos Nodais

Condicoes de contorno

.

—n

3}

E
V = {E = ( E; ) € H(CUI",Q); E1 ’1’*12 E1 ‘I“Q: E2 |F3: E2 ’1"42 O}
Nas quatro quinas do dominio: E; = F5 = 0. P

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

. sin(Mm
Sejam 2 = (0,1)2 e E = ..( v) , MecZ
isin(Mnx)
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 57/61




Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

sin(M7y)
isin(Mnx)
Temosque E-t=0emT e

SejamQ=(O,1)2eE:{ }, MeZ

1 9~ [(M7)? — w?€] sin(My) -
E) - E = . =F
VX (pT VX B) —wie [ i[(M7)? — w?€] sin(Mnx)
e =
Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 57/61




Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

sin(M7y)
isin(Mmz)
Temosque E-t=0emTle

SejamQ=(O,1)2eE:{ }, MeZ

[(M7)? — w?€] sin(My)

i[(Mm)? — w?d sin(Mrz) |~ F

V x (u 'V x E) — w*E = {

Vamos considerar o problema

Vx(u'VxE)—w¥E =F, z€Q
Exn =0, zel (é=e+io/w)

comu=1€e=1, 0=1.

5 =

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

Malhas utilizadas:

5 =

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 3,w = 100 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 58/61



Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 3,w =100 (malha fina):

Re(E,) Im(E)

W VHdh)

U /,.4‘ .‘M ,,‘“ 1\‘\‘ >
um “ i\ v«‘,"‘"‘n‘du\!‘,}&,‘
N

&5 =

Saulo P. Oliv

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 58/61



Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 6,w = 100 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 6,w = 100 (malha fina):

Re(E)) Im(E,)

i U,“" @
0 “W“ II'M’W (’i ’0 VMY) M
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 3,w = 10 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 3,w = 10 (malha fina):

Re(E) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 3,w =1 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 1: meio condutivo

M = 3,w =1 (malha fina):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

sin(M7y)
isin(Mmz)
Temosque E-t=0emTIe

SejamQ=(O,1)2eE:{ }, MeZ

[(Mm)? — w?€] sin(My)

i[(Mm)? — w?d sin(Mrz) |~ F

V x (u 'V x E) - w*E = {

Vamos considerar o problema

VX (u'VxE)—w?E =F, xec
Exn =0, zel (é=e+io/w)

comupu=1,e=1, o =0.

5 =
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

. - ) | sin(Mmy)
Sejam Q = (0,1)’e E = [ isin(Mrz) } o Mes

Temosque E-t=0emT e

-1 2 [(Mn)? — w?esin(Mmy) | _ 7
VX (nV X B) Wl = [ i[(Mn)? — o2 sin(Mmz) |~ T
Vamos considerar o problema

VX (u'VxE)—w?E =F, xec
Exn =0, zel (é=e+io/w)

comupu=1,e=1, o =0.
OBS: w € um autovalorse w =0 ou w = Mn/+/€

5 =
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 3,w = 100 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 60/61



Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 3,w =100 (malha fina):
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Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 6,w = 100 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 6,w = 100 (malha fina):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 3,w = 10 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 3,w = 10 (malha fina):

Re(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 3,w =1 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)

Re(E) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 3,w =1 (malha fina):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos Nodais

Exemplo 2: meio dielétrico

M = 3,w =1 (malha fina):

A solucao em baixas frequéncias sera aprimorada
por meio dos elementos finitos de arestas

Saulo P. Olivei
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