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Equações de Maxwell

Lei de Ampère-Maxwell

Lei de Faraday

Lei de Gauss

“Lei de Gauss” do magnetismo

Grandezas envolvidas:
• E: campo elétrico
• H: campo magnético
• D: indução elétrica
• B: indução magnética
• J : densidade de corrente elétrica
• ρ: densidade de carga elétrica
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• D: indução elétrica
• B: indução magnética
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• D: indução elétrica
• B: indução magnética
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Equações de Maxwell
Motivação

As equações de Maxwell servem como modelo para uma
vasta gama de fenômenos eletromagnéticos

A solução destas equações é relevante em
• Comunicação sem fio

• Exames médicos não-invasivos

• Levantamento não-destrutivo do subsolo
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Equações de Maxwell
Equações constitutivas •◦

Vamos assumir relações constitutivas lineares:

D = ε ·E ε(x) : tensor de permissividade elétrica

B = µ ·H µ(x) : tensor de permeabilidade magnética

Substituindo as eqs. constitutivas:
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Equações de Maxwell
Cálculo Vetorial 3D •◦

Sejam u =

 u1

u2

u3

, v =

 v1

v2

v3

 e w =

 w1

w2

w3



Produto vetorial: u× v =

 u2v3 − u3v2

u3v1 − u1v3

u1v2 − u2v1

 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
Rotacional: ∇× v =

 ∂yv3 − ∂zv2

∂zv1 − ∂xv3

∂xv2 − ∂yv1

 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
Produto misto: (w,u,v) = w · (u× v) =

∣∣∣∣∣∣
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
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Equações de Maxwell
Cálculo Vetorial 3D ••

Operadores compostos:

∇ · (∇× v)

= 0

Analogamente, ∇× (∇φ)“ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣∣∣φ = 0φ” = 0

Em domı́nios simplesmente conexos (Bossavit, 1998):
• w = ∇× v ⇐⇒ ∇ ·w = 0

• w = ∇φ ⇐⇒ ∇×w = 0

Teorema de Helmholtz: Dado um campo vetorial w,
∃ v, φ tais que w = ∇× v +∇φ

Expressamos w em termos de dois potenciais:
v: potencial vetorial (termo solenoidal)
q: potencial escalar (termo irrotacional)
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Equações de Maxwell
Meios homogêneos •◦

Para meios homogêneos,

∇×H − ε∂E
∂t

= J

µ
∂H

∂t
+∇×E = 0

∇ · (εE) = ρ

∇ · (µH) = 0

∇×H − ε∂E
∂t

= J

µ
∂H

∂t
+∇×E = 0

∇ ·E = ρ/ε

∇ ·H = 0

∇ ·H = 0 =⇒H = ∇×A, logo

∇×∇×A = J + ε
∂E

∂t

∇×E = −µ∇× ∂A

∂t

∇ ·E = ρ/ε
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Equações de Maxwell
Meios homogêneos ••

Regime dependente do tempo (dinâmico):

∇×∇×A = J + ε
∂E

∂t

∇×E = −µ∇× ∂A

∂t

∇ ·E = ρ/ε (H = ∇×A)

Por convenção, E = −∇φ, de modo que

∇×∇×A = J

−∆φ = ρ/ε (E = −∇φ, H = ∇×A)

Interpretação (S. Guerreiro) :
Estático: as fontes de E (H) são cargas (correntes) elétricas
Ondas: a oscilação de E gera fonte em H, e vice-versa
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Equação do Potencial Elétrico
Dey & Morrison (1979) •◦

Da lei de Gauss,

∇ · (εE) = ρ

∇ ·
(
ε
∂E

∂t

)
=

∂ρ

∂t

Da lei de Ampère-Maxwell, ∇×H − ε∂E∂t = J , logo

−∇ · J =
∂ρ

∂t

Substitução: lei de Gauss→ conservação de carga:

∇×H − ε∂E
∂t

= J

µ
∂H

∂t
+∇×E = 0

−∇ · J =
∂ρ

∂t

∇ · (µH) = 0
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Equação do Potencial Elétrico
Dey & Morrison (1979) ••

Corrente elétrica (Ward e Hohmann, 88): I(t) =

∫
∂Ω
J(x, t) · n dΓ

I(t) = −
∫

Ω

∂ρ

∂t
(x, t) dΩ

Assumindo ∂ρ
∂t = −Ioδxo(x) = −f(x) e baixas frequências

∇ · J = f(x)

Vamos considerar a lei de Ohm J = σE, assim,

−∇ · (σ(x)∇φ(x)) = f(x)

Vamos considerar o seguinte problema:
−∇ · (σ(x)∇φ(x)) = f(x), x ∈ Ω

φ(x) = 0, x ∈ Γ1

∇φ(x) · n = 0, x ∈ Γ2, Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω.
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Formulação Variacional
Exemplo 1D •◦

Considere o seguinte problema de valores de contorno:{
−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

Para f ∈ C([0, 1]), u ∈ Ṽ = {u ∈ C2([0, 1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dado v ∈ Ṽ ,∫ 1

0
−u′′(x)v(x) dx =

∫ 1

0
f(x)v(x) dx

Integrando por partes:∫ 1

0
u′(x)v′(x) dx =

∫ 1

0
f(x)v(x) dx
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Para f ∈ C([0, 1]), u ∈ Ṽ = {u ∈ C2([0, 1]) | u(0) = u(1) = 0}.

Dado v ∈ Ṽ ,∫ 1
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Para f ∈ C([0, 1]), u ∈ Ṽ = {u ∈ C2([0, 1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dado v ∈ Ṽ ,∫ 1
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Exemplo 1D •◦

Considere o seguinte problema de valores de contorno:{
−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

Para f ∈ C([0, 1]), u ∈ Ṽ = {u ∈ C2([0, 1]) | u(0) = u(1) = 0}.
Dado v ∈ Ṽ ,∫ 1

0
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∫ 1

0
f(x)v(x) dx

Integrando por partes:

− u′(1)v(1) + u′(0)v(0) +

∫ 1

0
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∫ 1

0
f(x)v(x) dx
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0
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0
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Formulação Variacional
Exemplo 1D ••

A solução do problema de valores de contorno{
−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

satisfaz ∫ 1

0
u′(x)v′(x) dx =

∫ 1

0
f(x)v(x) dx

Novo espaço das soluções:

V =

{
v ∈ L2([0, 1])

∣∣ ∫ 1

0
v(x)2 + v′(x)2 dx <∞, v(0) = v(1) = 0

}
Formulação Variacional: encontrar u ∈ V tal que∫ 1

0
u′(x)v′(x) dx =

∫ 1

0
f(x)v(x) dx ∀ v ∈ V.
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Equação do Potencial Elétrico
Espaço vetorial da solução

Dado u : Ω→ IR, vamos definir

‖u‖0 =

(∫
Ω
|u(x)|2 dΩ

)1/2

|u|1 =

(∫
Ω
∇u(x) · ∇u(x) dΩ

)1/2

|u|1 =

(∫
Ω
|∇u(x)|2 dΩ

)1/2

‖u‖1 =
(
‖u‖20 + |u|21

)1/2
Usaremos os seguintes espaços:

L2(Ω) = {v : Ω→ IR | ‖u‖0 <∞}

H1(Ω) = {v : Ω→ IR | ‖u‖1 <∞}
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Equação do Potencial Elétrico
Formulação Variacional • ◦ ◦


−∇ · (σ(x)∇φ(x)) = f(x), x ∈ Ω

φ(x) = 0, x ∈ Γ1

∇φ(x) · n = 0, x ∈ Γ2

Seja V = {v ∈ H1(Ω) | v|Γ1 = 0}.

Multiplicando a equação por v ∈ V e integrando em Ω:

1a. Identidade de Green: escolhendo F = σ∇φv

−
∫

Ω

∇·(σ(x)∇φ(x))v(x)dΩ =

∫
Ω

σ(x)∇φ(x)·∇v(x)dΩ−
∫

Γ

v(x)σ(x)∇φ(x)·ndΓ
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Equação do Potencial Elétrico
Formulação Variacional • • ◦

−
∫

Ω

∇·(σ(x)∇φ(x))v(x)dΩ =

∫
Ω

σ(x)∇φ(x)·∇v(x)dΩ−
∫

Γ

v(x)σ(x)∇φ(x)·ndΓ

Como v ∈ V , temos v |Γ1= 0:∫
Γ

v(x)σ(x)∇φ(x) · n dΓ = −
∫

Γ2

v(x)σ(x)∇φ(x) · n dΓ

Da condição de contorno em Γ2, ∇φ · n |Γ2= 0, logo∫
Γ
v(x)σ(x)∇φ(x) · n dΓ = 0

Assim,

−
∫

Ω
∇ · (σ(x)∇φ(x))v(x) dΩ =

∫
Ω
σ(x)∇φ(x) · ∇v(x) dΩ
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Equação do Potencial Elétrico
Formulação Variacional • • •

Vimos que 
−∇ · (σ(x)∇φ(x)) = f(x), x ∈ Ω

φ(x) = 0, x ∈ Γ1

∇φ(x) · n = 0, x ∈ Γ2

∫
Ω
σ(x)∇φ(x) · ∇v(x) dΩ =

∫
Ω
f(x)v(x) dΩ

Definindo

a(u, v) =

∫
Ω
σ(x)∇u(x)·∇v(x)dΩ e F (v) =
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Método de Galerkin • ◦ ◦

a(φ, v) = F (v) ∀ v ∈ V

Dados v1, v2, . . . vn ∈ V , L.I., defina Vh ≈ V como sendo

Vh = span{v1, . . . vn} = {u ∈ V | u(x) = u1v1(x) + . . .+ unvn(x)}

Método de Galerkin: encontrar φh ∈ Vh tal que

a(φh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh

φh ∈ Vh =⇒ φh(x) =

n∑
j=1

φjvj(x) (n incógnitas)

Escolhendo vh = v1, . . . , vn, obtemos as seguintes n equações:

Au = b
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Equação do Potencial Elétrico
Método de Galerkin • • ◦

Relação entre φ e φh ?

a(φ, v) = F (v) ∀ v ∈ V
a(φh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh

Assim,

a(φ− φh, φ− φh) =

Sabendo que a(u, u) ≥ C1‖u‖21 e a(u, v) ≤ C2‖u‖1‖v‖1,

‖φ− φh‖1 ≤
C2

C1
‖φ− vh‖1

Como vh ∈ Vh foi arbitrário,

‖φ− φh‖1 ≤ min
vh∈Vh

C2

C1
‖φ− vh‖1
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a(φh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh

a(φ− φh, vh) = 0 ∀ vh ∈ Vh
Assim,

a(φ− φh, φ− φh) = a(φ− φh, φ− vh)

Sabendo que a(u, u) ≥ C1‖u‖21 e a(u, v) ≤ C2‖u‖1‖v‖1,

‖φ− φh‖1 ≤
C2

C1
‖φ− vh‖1

Como vh ∈ Vh foi arbitrário,

‖φ− φh‖1 ≤ min
vh∈Vh

C2

C1
‖φ− vh‖1
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Método de Elementos Finitos

Os métodos de elementos finitos escolhem as funções de
base N1, . . . Nn com base numa discretização do domı́nio Ω

Seja Ω = [0, 1]× [0, 1].

Associamos uma função de base a cada vértice (exceto em Γ1)
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Método de Elementos Finitos
Funções de base • ◦ ◦

Dados os vértices x1, . . . ,xn, escolhemos N1, . . . Nn tais que:
• Ni(x) é contı́nua;

• Ni(x) |Ke= Ni(x, y) |Ke= ae + bex+ cey (Ni |Ke tem grau 1)

• Ni(xj) =

{
1, i = j
0, i 6= j
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Método de Elementos Finitos
Funções de base • • ◦

Dada f(x), sejam f1 = f(x1), . . . , fn = f(xn) e

f̃(x) = f1N1(x) + f2N2(x) + . . .+ fn−1Nn−1(x) + fnNn(x)

Temos que f̃ ∈ Vh. Além disso,

f̃(x2) = f(x2)

Em geral, f̃(xi) = f(xi), ou seja, f̃ interpola f em x1, . . .xn
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Método de Elementos Finitos
Funções de base • • •

Lembrando que

‖φ− φh‖1 ≤ min
vh∈Vh

C2

C1
‖φ− vh‖1,

temos em particular que

‖φ− φh‖1 ≤
C2

C1
‖φ− φ̃‖1

Assim, ‖φ− φ̃‖1 → 0 =⇒ ‖φ− φh‖1 → 0
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Método de Elementos Finitos
Implementação

Passos do método de elementos finitos:

1 Geração da malha

2 Cálculos no elemento de referência

3 Algoritmo de montagem

4 Solução do sistema linear

5 Visualização, pós-processamento
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Geração da malha
Pacote utilizado

Utilizaremos o pacote triangle :

riangle
A Two-Dimensional Quality Mesh
Generator and Delaunay
Triangulator.

Jonathan Richard Shewchuk
Computer Science Division
University of California at
Berkeley
Berkeley, California 94720-1776

Winner of the 2003 James Hardy Wilkinson Prize in Numerical Software.
Created at Carnegie Mellon University as part of the Quake project (tools for large-scale earthquake
simulation).
Supported by an NSERC 1967 Science and Engineering Scholarship and NSF Grant CMS-9318163.

Triangle generates exact Delaunay triangulations, constrained Delaunay triangulations, conforming
Delaunay triangulations, Voronoi diagrams, and high-quality triangular meshes. The latter can be
generated with no small or large angles, and are thus suitable for finite element analysis.

Triangle (version 1.6, with Show Me version 1.6) is available as a .zip file (159K) or as a .shar file
(829K) (extract with sh) from Netlib in the voronoi directory. Please note that although Triangle is
freely available, it is copyrighted by the author and may not be sold or included in commercial products
without a license.

New features in Version 1.6 (released July 28, 2005). Improved handling of domains with small
angles (thanks to an algorithm of Gary Miller, Steven Pav, and Noel Walkington). In particular, Triangle
now offers a no-large-angle guarantee even for domains that have lots of tiny input angles (which make
a no-small-angle guarantee impossible). Meshes sometimes have fewer triangles than in previous
versions, thanks to two changes. First, Triangle now uses Paul Chew's Delaunay refinement algorithm,
which is more conservative about splitting segments than previous versions of Triangle when the angle
bound is under 30 degrees. (Ruppert's algorithm is still available through the -D switch, offering
all-Delaunay meshes.) Second, a change in the priority queue of bad triangles (suggested by Alper
Üngör) yields fewer triangles when the angle bound is large. Many bugs are fixed, including three bugs
that were causing segmentation faults. (If you use Triangle version 1.5, I urge you to replace it
immediately. Earlier versions are stable, though.)

Of special interest. Two papers about Triangle are available. These and related papers are available
from the Research Credit page. Triangle's robust geometric predicates are available separately from the
Robust Predicates page. These geometric predicates are in the public domain (though Triangle is not).

Instructions for using Triangle

A demonstration of what Triangle can do
How fast is Triangle?

Triangle: A Two-Dimensional Quality Mesh Generator and D... http://www.cs.cmu.edu/~quake/triangle.html

1 of 2 06/02/12 13:11
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Geração da malha
Dados relevantes / meios homogêneos

O gerador de malha deve fornecer:
• Número de vértices
• Coordenadas dos vértices

• Número de elementos (no caso, triângulos)
• Matriz de conectividade dos elementos

• Identificação dos vértices na fronteira
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Geração da malha
Dados relevantes / arquivo gerador da malha do Exemplo 1

# quad.poly: geracao de uma malha em um dominio quadrado
#
# Numero de vertices, dimensao (2), numero de atributos e 
# e numero de ident. de fronteira (1: Dirichlet; 2: Neumann)
#
4 2 0 1
#
# Vertices
#
1 0 0 1
2 0 1 1
3 1 1 1
4 1 0 1
#
# Linhas (sobretudo do contorno)
#
4 1
1 1 2 1
2 2 3 1
3 3 4 1
4 4 1 1
#
# Numero de furos no dominio (seguido pelas coords)
#
0
#
# Numero de sub-regioes (seguido pelas coords)
#
0
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Geração da malha
utilização do pacote triangle

Sintaxe (há mais opções):

./triangle -qANG -aA INPUT.poly

• ANG: ângulo mı́nimo dos triângulos (ex: 30 (30o))
• A: área máxima dos triângulos (ex: 0.01 (0.01u.a.))
• INPUT: nome do arquivo de entrada (extensão .poly)

Aplicativo adicional para visualizar a malha gerada:

./showme INPUT.poly
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Geração da malha
Arquivos gerados

quad.1.node: quad.1.ele:
9  2  0  1
   1    0  0    1
   2    0  1    1
   3    1  1    1
   4    1  0    1
   5    0.5  0.5    0
   6    0  0.5    1
   7    0.5  0    1
   8    1  0.5    1
   9    0.5  1    1
# Generated by ./triangle -q -a0.2 quad.poly

8  3  0
   1       8     3     5
   2       6     1     5
   3       5     9     2
   4       5     2     6
   5       5     1     7
   6       7     4     5
   7       5     4     8
   8       5     3     9
# Generated by ./triangle -q -a0.2 quad.poly

Do arquivo quad.1.node:
• Número de vértices: 9

• Coordenadas dos vértices:
[0, 0], [0, 1], . . . [0.5, 1]

• Identificação dos vértices
na fronteira:
[1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1]
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[0, 0], [0, 1], . . . [0.5, 1]

• Identificação dos vértices
na fronteira:
[1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1]
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Geração da malha
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Geração da malha
Extração dos dados relevantes

Do arquivo quad.1.ele:
• Número de elementos: 8

• Matriz de conectividade:

 8 6 5 · · · 5
3 1 9 · · · 3
5 5 2 · · · 9
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Elemento de referência
Há uma transformação do triângulo K̂ para qualquer triângulo:

O triângulo K̂ é definido por x̂1 = (1, 0), x̂2 = (0, 1), x̂3 = (0, 0)

Vamos escrever a transformação na forma{
x(x̂, ŷ) = x1N̂1(x̂, ŷ) + x2N̂2(x̂, ŷ) + x3N̂3(x̂, ŷ)

y(x̂, ŷ) = y1N̂1(x̂, ŷ) + y2N̂2(x̂, ŷ) + y3N̂3(x̂, ŷ)

Vetorialmente, x(x̂) = x1N̂1(x̂) + x2N̂2(x̂) + x3N̂3(x̂)
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Elemento de referência
Funções de base locais •◦

x(x̂) = x1N̂1(x̂) + x2N̂2(x̂) + x3N̂3(x̂)

Para que x(x̂1) = x1, vamos impor

N̂1(x̂1) = 1, N̂2(x̂1) = 0, N̂3(x̂1) = 0

Analogamente,

x(x̂2) = x2 =⇒ N̂1(x̂2) = 0, N̂2(x̂2) = 1, N̂3(x̂2) = 0

x(x̂3) = x3 =⇒ N̂1(x̂3) = 0, N̂2(x̂3) = 0, N̂3(x̂3) = 1
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Elemento de referência
Funções de base locais ••

Assim,

N̂i(x̂j) =

{
1, i = j
0, i 6= j

Seja . 
b1 = 1

c1 = 0

a1 = 0

Portanto, N̂1(x̂, ŷ) = x̂. Ao final, encontramos:

N̂1(x̂, ŷ) = x̂, N̂2(x̂, ŷ) = ŷ, N̂3(x̂, ŷ) = 1− x̂− ŷ.

OBS: A transformação x = x(x̂) é linear, i.e.,

x(x̂) = JKx̂+ x0
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OBS: A transformação x = x(x̂) é linear, i.e.,
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OBS: A transformação x = x(x̂) é linear, i.e.,
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Elemento de referência
Relação entre Ni e N̂i

Sejam Ω = K, Γ = Γ2 e x(x̂) = JKx̂+ x0.

Neste caso, Vh = span{N1, N2, N3}.

Temos que

Ni(x(x̂j)) =

{
1, i = j
0, i 6= j

, N̂i(x̂j) =

{
1, i = j
0, i 6= j

Ni(x(x̂j)) = N̂i(x̂j), j = 1, 2, 3

Como Ni e N̂i são lineares, Ni(x(x̂)) = N̂i(x̂).

Pode-se mostrar (Jin, 2003) que ∇Ni(x(x̂)) = J−1
K ∇N̂i(x̂)
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Elemento de referência
Cálculo das Integrais

Vamos aproximar f(x) por f̃(x) =
∑3

j=1 fjNj(x),

∫
K
f(x)Ni(x) dΩ ≈

3∑
j=1

fj

∫
K̂
N̂j(x̂)N̂i(x̂) |JK |dΩ̂

Por outro lado, tomando σ(x) |K≈ σK ,∫
K
σ(x)∇u(x)·∇v(x)dΩ ≈ σK

∫
K̂

(J−1
K ∇N̂j(x̂))·(J−1

K ∇N̂i(x̂))|JK |dΩ̂
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Elemento de referência
Integração numérica

Visando automação, calculamos as integrais com quadraturas:∫
K̂

N̂j(x̂)N̂i(x̂) |JK |dΩ̂ ≈
nint∑
l=1

N̂j(p̂l)N̂i(p̂l) |JK |wl∫
K̂

(J−1
K ∇N̂j(x̂)) · (J−1

K ∇N̂i(x̂)) |JK |dΩ̂≈
nint∑
l=1

(J−1
K ∇N̂j(p̂l) · (J−1

K ∇N̂i(p̂l)) |JK |wl

OBS:
• Para funções de base de ordem mais alta, |JK | = |JK(p̂l)|.
• É possı́vel usar p̂l = x̂l

Ex: elementos espectrais GLL (Komatitsch e Tromp, 1999)
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Algoritmo de montagem

O algoritmo de montagem estende a técnica acima para
malhas compostas por vários elementos

Fato 1: se a malha possui Ne elementos K1, . . .KNe ,∫
Ω
f(x) dΩ =

Ne∑
e=1

∫
K̂
f(x(x̂))|JKe | dΩ̂

Sejam N e
1 (x), N e

2 (x), N e
3 (x) as funções de base caso Ω = Ke

Fato 2: as funções de base N1(x), . . . Nn(x) são ligadas a
N e

1 (x), N e
2 (x), N e

3 (x) por meio da matriz de conectividade
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Algoritmo de montagem
Exemplo • ◦ ◦

A função N5(x) restrita ao elemento K1 satisfaz

N5(x5) = 1, N5(x3) = 0, N5(x8) = 0

A base local no elemento K1 satisfaz
N1

1 (x1
1) = 1, N1

1 (x1
2) = 0, N1

1 (x1
3) = 0

N1
2 (x1

1) = 0, N1
2 (x1

2) = 1, N1
2 (x1

3) = 0

N1
3 (x1

1) = 0, N1
3 (x1

2) = 0, N1
3 (x1

3) = 1

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equações de Maxwell 40/61



Algoritmo de montagem
Exemplo • ◦ ◦

A função N5(x) restrita ao elemento K1 satisfaz

N5(x5) = 1, N5(x3) = 0, N5(x8) = 0

A base local no elemento K1 satisfaz
N1

1 (x1
1) = 1, N1

1 (x1
2) = 0, N1

1 (x1
3) = 0

N1
2 (x1

1) = 0, N1
2 (x1

2) = 1, N1
2 (x1

3) = 0

N1
3 (x1

1) = 0, N1
3 (x1

2) = 0, N1
3 (x1

3) = 1

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equações de Maxwell 40/61



Algoritmo de montagem
Exemplo • • ◦

Da matriz de conectividade

M =

 8 6 5 · · · 5
3 1 9 · · · 3
5 5 2 · · · 9

 ,

temos que
x1

1 = x8, x1
2 = x3, x1

3 = x5

Substituindo na base local no elemento K1:
N1

1 (x8) = 1, N1
1 (x3) = 0, N1

1 (x5) = 0

N1
2 (x8) = 0, N1

2 (x3) = 1, N1
2 (x5) = 0

N1
3 (x8) = 0, N1

3 (x3) = 0, N1
3 (x5) = 1

Em geral: NMi,e(x) |Ke= N e
i (x)
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Algoritmo de montagem
Exemplo • • •

A relação NMi,e(x) = N e
i (x) somente é válida se Γ = Γ2

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
vértice pertence a Γ1:

NID(Mi,e)(x) = N e
i (x)

Algoritmo de montagem:

para e = 1 . . . Ne:
para i, j = 1 . . . 3:

calcule F (N e
i ) =

3∑
j=1

fej

nint∑
l=1

N̂j(p̂l)N̂i(p̂l) |JK |wl

calcule a(N e
i , N

e
j ) = σK

nint∑
l=1

(J−1
K ∇N̂j(p̂l))·(J−1

K ∇N̂i(p̂l))|JK |wl

se I = ID(Mi,e) 6= 0 e J = ID(Mj,e) 6= 0,

a(NI , NJ) = a(NI , NJ) + a(N e
i , N

e
j )

F (NI) = F (NI) + F (N e
i )
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i (x) somente é válida se Γ = Γ2

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
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vértice pertence a Γ1:

NID(Mi,e)(x) = N e
i (x)

Algoritmo de montagem:

para e = 1 . . . Ne:
para i, j = 1 . . . 3:

calcule F (N e
i ) =

∫
Ke

f(x)N e
i (x) dΩ

calcule a(N e
i , N

e
j ) =

∫
Ke

σ(x)∇u(x) · ∇v(x) dΩ

para i, j = 1 . . . 3:

calcule F (N e
i ) =

3∑
j=1

fej

nint∑
l=1

N̂j(p̂l)N̂i(p̂l) |JK |wl

calcule a(N e
i , N

e
j ) = σK

nint∑
l=1

(J−1
K ∇N̂j(p̂l))·(J−1

K ∇N̂i(p̂l))|JK |wl

se I = ID(Mi,e) 6= 0 e J = ID(Mj,e) 6= 0,

a(NI , NJ) = a(NI , NJ) + a(N e
i , N

e
j )

F (NI) = F (NI) + F (N e
i )

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equações de Maxwell 42/61



Algoritmo de montagem
Exemplo • • •

Em geral, precisamos de um vetor (ID) que identifique se um
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calcule F (N e
i ) =

3∑
j=1

fej

nint∑
l=1

N̂j(p̂l)N̂i(p̂l) |JK |wl

calcule a(N e
i , N

e
j ) = σK

nint∑
l=1

(J−1
K ∇N̂j(p̂l))·(J−1

K ∇N̂i(p̂l))|JK |wl

se I = ID(Mi,e) 6= 0 e J = ID(Mj,e) 6= 0,

a(NI , NJ) = a(NI , NJ) + a(N e
i , N

e
j )

F (NI) = F (NI) + F (N e
i )
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Método de Elementos Finitos
Exemplo 1: solução conhecida

{
−∇ · ( ∇φ(x) ) = sin(πx) sin(πy), x ∈ Ω

φ |Γ = 0
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φ(x, y) = 1
2π2 sin(πx) sin(πy) φh(x, y)
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Método de Elementos Finitos
Exemplo 2: potencial elétrico •◦
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Método de Elementos Finitos
Exemplo 3: potencial elétrico em meio heterogêneo
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Equações de Maxwell Harmônicas
Dedução

Vamos tomar E(x, t) = Ê(x)e−iωt,H(x, t) = Ĥ(x)e−iωt, . . .

∇×H − ε∂E
∂t

= J

µ
∂H

∂t
+∇×E = 0

∇ · (εE) = ρ

∇ · (µH) = 0

Seguindo Monk (2003), Ĵ = σÊ + Ĵa
Ĵa: densidade da fonte externa de corrente

∇× Ĥ + iω(ε+ iσ/ω)Ê = Ĵa
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Dedução
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Equações de Maxwell Harmônicas
Forma reduzida

Sistema de Maxwell harmônico de Primeira Ordem{
∇× Ê − iωµĤ = 0

iω(ε+ iσ/ω)Ê +∇× Ĥ = Ĵa
,

{
∇ · (εÊ) = ρ̂

∇ · (µĤ) = 0

Vamos eliminar o campo magnético:

−ω2(ε+ iσ/ω)Ê +∇× (µ−1∇× Ê) = iωĴa

Sistema de Maxwell de Segunda Ordem

∇× (µ−1∇× Ê)− ω2ε̃Ê = F̂

F̂ = iωĴa, ε̃ = ε+ i
σ

ω

OBS: convém normalizar as equações com respeito às
constantes no vácuo (ε0, µ0)
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constantes no vácuo (ε0, µ0)
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Sistema de Maxwell harmônico de Primeira Ordem{
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Equações de Maxwell Harmônicas
Formulação variacional •◦

Consideremos o seguinte problema:{
∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E = F , x ∈ Ω

E × n = 0, x ∈ Γ

Sejam

H(curl,Ω) = {E : Ω→ C3; ∇×E ∈ L2(Ω)× L2(Ω)× L2(Ω)}

V = {E ∈ H(curl,Ω); E × n = 0 sobre Γ}
Produto Interno complexo

(u,v) =

∫
Ω
u · v dΩ =

∫
Ω
vTu dΩ

Fazendo o produto interno com v ∈ V ,

(∇× (µ−1∇×E),v)− ω2(ε̃E,v) = (F ,v)
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Equações de Maxwell Harmônicas
Formulação variacional ••

Teorema de Stokes em R3:∫
Ω

(∇× u) · v dΩ =

∫
Ω
u · (∇× v) dΩ +

∫
Γ
(n× u) · v dΓ

Como n× u = 0 em Γ,

(∇× u,v) = (u,∇× v)

Tomando u = µ−1∇×E

(∇× (µ−1∇×E),v) = (µ−1∇×E,∇× v)

(µ−1∇×E,∇× v)− ω2(ε̃E,v) = (F ,v)

Formulação Variacional: encontrar E ∈ V tal que

(µ−1∇×E,∇× v)− ω2(ε̃E,v) = (F ,v) ∀ v ∈ V
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Formulação variacional ••

Teorema de Stokes em R3:∫
Ω

(∇× u) · v dΩ =

∫
Ω
u · (∇× v) dΩ +

∫
Γ
(n× u) · v dΓ

Como n× u = 0 em Γ,∫
Ω

(∇× u) · v dΩ =

∫
Ω
u · (∇× v) dΩ

(∇× u,v) = (u,∇× v)

Tomando u = µ−1∇×E
(∇× (µ−1∇×E),v) = (µ−1∇×E,∇× v)

(µ−1∇×E,∇× v)− ω2(ε̃E,v) = (F ,v)

Formulação Variacional: encontrar E ∈ V tal que

(µ−1∇×E,∇× v)− ω2(ε̃E,v) = (F ,v) ∀ v ∈ V

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equações de Maxwell 49/61



Equações de Maxwell Harmônicas
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Equações de Maxwell Harmônicas
Formulação variacional no plano • ◦ ◦

Para adaptar a formulação a R2, vamos considerar

u = u(x, y) =

[
u1

u2

]
=

 u1

u2

0

 , v = v(x, y) =

 v1

v2

0

 ,

Temos que

u×v =

 0
0

u2v1 − u1v2

 , ∇×u =

 0
0

∂u2
∂x −

∂u1
∂y

 , ∇×
 0

0
φ

 =


∂φ
∂y

−∂φ
∂x

0


Por isso, são adotadas as seguintes notações

u×v = u2v1−u1v2, ∇×u =
∂u2

∂x
−∂u1

∂y
, ∇×φ =

[
∂φ

∂y
,−∂φ

∂x

]T
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Equações de Maxwell Harmônicas
Formulação variacional no plano • • ◦

Teorema de Stokes em R3 com u = [0, 0, ξ]T ,v ∈ V :∫
Ω

(∇× u) · v dΩ =

∫
Ω
u · (∇× v) dΩ

∫
Ω

(∇× ξ) · v dΩ =

∫
Ω
∇× v ξ dΩ

Escolhendo ξ = µ−1∇×E,

(∇× (µ−1∇×E),v) = (µ−1∇×E,∇× v)

Formulação variacional: encontrar [E1, E2]T ∈ V tal que(
µ−1

(
∂E2

∂x
− ∂E1

∂y

)
,

(
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y

))
− ω2(ε̃E1, v1)

−ω2(ε̃E2, v2) = (F1, v1) + (F2, v2) ∀[v1, v2]T ∈ V
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Equações de Maxwell Harmônicas
Formulação variacional no plano • • •

Vetor normal e vetor tangente no plano (Grote et al, 2008):

n =

[
n1

n2

]
=⇒ t =

[
−n2

n1

]

v · t = v × n
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n =

[
n1

n2

]
=⇒ t =

[
−n2

n1

]

v · t = v1(−n2) + v2(n1)

v × n = v2n1 − v1n2

v · t = v × n
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Equações de Maxwell Harmônicas
Condições de contorno no plano

Lado sul:
E × n1 = E · t1 = 0

resumindo:

V =

{
E =

(
E1

E2

)
∈ H(curl,Ω); E1 |Γ1= E1 |Γ2= E2 |Γ3= E2 |Γ4= 0

}
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Equações de Maxwell Harmônicas
Condições de contorno no plano

Lado sul:
(E1, E2) · (1, 0) = 0 =⇒ E1 = 0

resumindo:

V =

{
E =

(
E1

E2

)
∈ H(curl,Ω); E1 |Γ1= E1 |Γ2= E2 |Γ3= E2 |Γ4= 0

}
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Equações de Maxwell Harmônicas
Condições de contorno no plano

Lado norte:
E × n2 = E · t2 = 0

resumindo:

V =

{
E =

(
E1

E2

)
∈ H(curl,Ω); E1 |Γ1= E1 |Γ2= E2 |Γ3= E2 |Γ4= 0

}
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Equações de Maxwell Harmônicas
Condições de contorno no plano

Lado oeste:
E × n3 = E · t3 = 0

resumindo:

V =

{
E =

(
E1

E2

)
∈ H(curl,Ω); E1 |Γ1= E1 |Γ2= E2 |Γ3= E2 |Γ4= 0

}
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Equações de Maxwell Harmônicas
Condições de contorno no plano

Lado leste:
E × n4 = E · t4 = 0

resumindo:

V =

{
E =

(
E1

E2

)
∈ H(curl,Ω); E1 |Γ1= E1 |Γ2= E2 |Γ3= E2 |Γ4= 0

}
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Equações de Maxwell Harmônicas
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Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o mesmo tipo de funções de base
do problema do potencial, porém vetoriais:

N1(x),N2(x), . . . ,Nn(x)

(
N1(x)

0

)
,

(
0

N1(x)

)
,

(
N2(x)

0

)
,

(
0

N2(x)

)
, . . . ,

(
Nn(x)

0

)
,

(
0

Nn(x)

)
Agora temos duas funções por vértice

N v
1(x),N v

2(x),N v
3(x),N v

4(x), . . . ,N v
2n−1(x),N v

2n(x)

Equações do sistema (método de Galerkin):
2n∑
j=1

Ej

(
µ−1

(
∂Nv,2

j

∂x
−
∂Nv,1

j

∂y

)
,

(
∂Nv,2

i

∂x
−
∂Nv,1

i

∂y

))
− ω2(ε̃Nv,1

j , Nv,1
i )

−ω2(ε̃Nv,2
j , Nv,2

i ) = (F1, N
v,1
i ) + (F2, N

v,2
i ) 1 ≤ i ≤ 2n
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2n∑
j=1

Ej

(
µ−1

(
∂Nv,2

j

∂x
−
∂Nv,1

j

∂y

)
,

(
∂Nv,2

i

∂x
−
∂Nv,1

i

∂y

))
− ω2(ε̃Nv,1

j , Nv,1
i )

−ω2(ε̃Nv,2
j , Nv,2

i ) = (F1, N
v,1
i ) + (F2, N

v,2
i ) 1 ≤ i ≤ 2n
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Elementos Finitos Nodais

Vamos utilizar inicialmente o mesmo tipo de funções de base
do problema do potencial, porém vetoriais:(

N1(x)
0

)
,

(
0

N1(x)

)
,

(
N2(x)

0

)
,

(
0

N2(x)

)
, . . . ,

(
Nn(x)

0

)
,

(
0

Nn(x)

)
Agora temos duas funções por vértice

N v
1(x),N v

2(x),N v
3(x),N v

4(x), . . . ,N v
2n−1(x),N v

2n(x)

Equações do sistema (método de Galerkin):
2n∑
j=1

Ej

(
µ−1

(
∂Nv,2

j

∂x
−
∂Nv,1

j

∂y

)
,

(
∂Nv,2

i

∂x
−
∂Nv,1

i

∂y

))
− ω2(ε̃Nv,1

j , Nv,1
i )

−ω2(ε̃Nv,2
j , Nv,2

i ) = (F1, N
v,1
i ) + (F2, N

v,2
i ) 1 ≤ i ≤ 2n
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Elementos Finitos Nodais
Base local

Vamos enumerar a base local do seguinte modo:

N v,e
1 (x) =

(
N e

1 (x)
0

)
,N v,e

2 (x) =

(
N e

2 (x)
0

)
,N v,e

3 (x) =

(
N e

3 (x)
0

)
,

N v,e
4 (x) =

(
0

N e
1 (x)

)
,N v,e

5 (x) =

(
0

N e
2 (x)

)
,N v,e

6 (x) =

(
0

N e
3 (x)

)
,

{N e
1 (x), . . . , N e

3 (x)}: base local do caso potencial.
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Elementos Finitos Nodais
Condições de contorno

V =

{
E =

(
E1

E2

)
∈ H(curl,Ω); E1 |Γ1= E1 |Γ2= E2 |Γ3= E2 |Γ4= 0

}
Nas quatro quinas do domı́nio: E1 = E2 = 0.
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo •◦

Sejam Ω = (0, 1)2 e E =

[
sin(Mπy)
i sin(Mπx)

]
, M ∈ Z

Temos que E · t = 0 em Γ e

∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E =

[
[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπy)
i[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπx)

]
:= F̃

Vamos considerar o problema{
∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E = F̃ , x ∈ Ω

E × n = 0, x ∈ Γ (ε̃ = ε+ iσ/ω)

com µ = 1, ε = 1, σ = 1.
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo •◦

Sejam Ω = (0, 1)2 e E =

[
sin(Mπy)
i sin(Mπx)

]
, M ∈ Z

Temos que E · t = 0 em Γ e

∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E =

[
[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπy)
i[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπx)

]
:= F̃

Vamos considerar o problema{
∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E = F̃ , x ∈ Ω

E × n = 0, x ∈ Γ (ε̃ = ε+ iσ/ω)

com µ = 1, ε = 1, σ = 1.
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo •◦

Sejam Ω = (0, 1)2 e E =

[
sin(Mπy)
i sin(Mπx)

]
, M ∈ Z

Temos que E · t = 0 em Γ e

∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E =

[
[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπy)
i[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπx)

]
:= F̃

Vamos considerar o problema{
∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E = F̃ , x ∈ Ω

E × n = 0, x ∈ Γ (ε̃ = ε+ iσ/ω)

com µ = 1, ε = 1, σ = 1.
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

Malhas utilizadas:

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equações de Maxwell 58/61



Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 3, ω = 100 (malha grossa):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−4

−2

0

2

x 10
−3

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−2

0

2

4

x 10
−3

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 3, ω = 100 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−0.05

0

0.05

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−0.05

0

0.05

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 6, ω = 100 (malha grossa):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.01

0

0.01

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−0.01

0

0.01

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 6, ω = 100 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−0.4

−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 3, ω = 10 (malha grossa):

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−0.5

0

0.5

1

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 3, ω = 10 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−0.2

0

0.2

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.1

0

0.1

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 3, ω = 1 (malha grossa):

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

2

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−2

−1

0

1

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 1: meio condutivo ••

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

0

1

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

0.4

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1−0.2

0

0.2

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1−1

0

1

Im(E
y
)
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico •◦

Sejam Ω = (0, 1)2 e E =

[
sin(Mπy)
i sin(Mπx)

]
, M ∈ Z

Temos que E · t = 0 em Γ e

∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E =

[
[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπy)
i[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπx)

]
:= F̃

Vamos considerar o problema{
∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E = F̃ , x ∈ Ω

E × n = 0, x ∈ Γ (ε̃ = ε+ iσ/ω)

com µ = 1, ε = 1, σ = 0.

OBS: ω é um autovalor se ω = 0 ou ω = Mπ/
√
ε
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico •◦

Sejam Ω = (0, 1)2 e E =

[
sin(Mπy)
i sin(Mπx)

]
, M ∈ Z

Temos que E · t = 0 em Γ e

∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E =

[
[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπy)
i[(Mπ)2 − ω2ε̃] sin(Mπx)

]
:= F̃

Vamos considerar o problema{
∇× (µ−1∇×E)− ω2ε̃E = F̃ , x ∈ Ω

E × n = 0, x ∈ Γ (ε̃ = ε+ iσ/ω)

com µ = 1, ε = 1, σ = 0.

OBS: ω é um autovalor se ω = 0 ou ω = Mπ/
√
ε
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico ••

M = 3, ω = 100 (malha grossa):

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−4

−2

0

2

x 10
−3

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−2

0

2

4

x 10
−3

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

Im(E
y
)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5

1
−10

0

10

20

Re(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1

−10

0

10

Im(E
x
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−10

0

10

Re(E
y
)

0
0.5

1 0

0.5

1
−10

0

10

Im(E
y
)

A solução em baixas frequências será aprimorada
por meio dos elementos finitos de arestas
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico ••

M = 3, ω = 100 (malha fina):

0
0.5

1 0
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1−1
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)

0
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0

1
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)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5
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0.5

1 0

0.5
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)

0
0.5
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)

A solução em baixas frequências será aprimorada
por meio dos elementos finitos de arestas
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico ••

M = 6, ω = 100 (malha grossa):

0
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)

M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
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)

A solução em baixas frequências será aprimorada
por meio dos elementos finitos de arestas
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico ••

M = 6, ω = 100 (malha fina):

0
0.5

1 0
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0
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M = 3, ω = 1 (malha fina):

0
0.5

1 0

0.5
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A solução em baixas frequências será aprimorada
por meio dos elementos finitos de arestas
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico ••

M = 3, ω = 10 (malha grossa):
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M = 3, ω = 1 (malha fina):
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A solução em baixas frequências será aprimorada
por meio dos elementos finitos de arestas
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Elementos Finitos Nodais
Exemplo 2: meio dielétrico ••

M = 3, ω = 10 (malha fina):
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M = 3, ω = 1 (malha fina):
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por meio dos elementos finitos de arestas

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equações de Maxwell 60/61



Referências
1 A. Bossavit (1988) Whitney forms: a class of finite

elements for three-dimensional computations in
electromagnetism, IEE Proc., 135(8), 493-500.

2 Dey & Morrison (1979) Resistivity modeling for arbitrarily
shaped three-dimensional structures, Geophysics, 44(4),
753-780

3 J. Jin (2003). The finite element method in
electromagnetics, 2nd ed, Wiley.

4 D. Komatitsch, J. Tromp (1999) Introduction to the
spectral-element method for 3-D seismic wave
propagation, Geophys. J. Int. 139 (3), 806-822.

5 P. Monk (2003) Finite element methods for Maxwell’s
equations, Oxford University Press.

6 S. Ward e G. Hohmann (1988). Electromagnetic Theory for
Geophysical Applications. Electromagnetic Methods in
Applied Geophysics (M. Nabighian, ed.), SEG.

Saulo P. Oliveira Métodos de Elementos Finitos para as Equações de Maxwell 61/61


	Equações de Maxwell
	Interpretação física (meios homogêneos)

	Equação do Potencial Elétrico
	Formulação variacional
	Método de Galerkin

	Métodos de Elementos Finitos (2D)
	Geração da malha
	Elemento de referência
	Algoritmo de montagem
	Exemplos

	Equação de Maxwell no regime harmônico
	Formulação Variacional
	Formulação Variacional no plano

	Métodos de Elementos Finitos Nodais
	Exemplo


