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Elementos Finitos Nodais/exemplo

M =3,w=1,0 =0 (malha fina):
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Elementos Finitos de Aresta
Métodos de Elementos Finitos de Aresta

Em vez de impor a continuidade de Ny;_; € N, nos vértices,

i) = (7) V5@ = () Moo ={ ¢ 2
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Elementos Finitos de Aresta
Métodos de Elementos Finitos de Aresta

Em vez de impor a continuidade de Ny;_; € N, nos vértices,

i) = (7) V5@ = () Moo ={ ¢ 2

Impomos a continuidade de INV; x n nas arestas da malha:
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Métodos de Elementos Finitos de Aresta

Em vez de impor a continuidade de Ny;_; € N, nos vértices,

i) = (7) V5@ = () Moo ={ ¢ 2

Impomos a continuidade de INV; x n nas arestas da malha:

L j=kFk
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Elementos Finitos de Aresta
Métodos de Elementos Finitos de Aresta

Em vez de impor a continuidade de Ny;_; € N, nos vértices,

i) = (7) V5@ = () Moo ={ ¢ 2

Impomos a continuidade de INV; x n nas arestas da malha:

L j=kFk

Nj(a:)~tdF={ 0 52k

Tk

Estas bases sao conhecidas como elementos finitos de arestas
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney

Funcdes de base local em K:

o - 1, 7=k )
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney oo

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj<x,y>=( y)

b—cz

Vamos encontrar N (&):
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney
As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):

3

Ni(&) ts=a+cj
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney
As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):

N (&) tly=a+cl=a
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:
o a+cy
N = (37 )

Vamos encontrar N (&):

3
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney oo

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):
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Elementos de Whitney

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:
o a+cy
N = (37 )

Vamos encontrar N (&):

3

Ni(&) - t]p,= —(b—c0) = —b
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney oo

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney
As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):

3

—
f
3
< —(a+cy)+(b—ca)
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):
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f3
o ( —c@+9)
N 1 (:B) . t1 = \/_
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney
As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):

3

N —c(l) —c
N,y (.’L‘ ) -t |’71 = =
V2 V2
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney
As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

U a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):

3
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney

As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:
o a+cy
N = (37 )

Vamos encontrar N (&):

3

a=0 . .
b=0 — Ni@) = (xy)
c=-1

Saulo P. Oliveira
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Elementos Finitos de Aresta

Elementos de Whitney oo
As fungdes de base sao de grau 1 e constantes nas arestas:

I a -+ ¢y
Nj(:c,m:( y)

b—cx

Vamos encontrar N (&):

3

Prosseguindo, encontramos (Schneebeli, 2003):

i (N fia (I e (10
M@ =), m@ =) ma- (7).

=3
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1
Vetor tangente via derivada da parametrizagao:

A1(s) = ( 1 ; iy ) (sentido anti-horario)
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:

W= (1)
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

[
SN

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:

(VP B T S
H%(sﬂﬂl(s)‘ﬂ( 1) b
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:

N 1
_ Ny
lj = v; (3 )
195
e =
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
N 1
tj= i Y5(8)
RO
Nas coordenadas do elemento K,

(&) = 21 N1 (&) + 22 No (&) + 23 N3(2) = J & + 0
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
N 1
b = o A5()
RO
Nas coordenadas do elemento K,
’Yj(s) = w(’?j(s))
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
N 1
by = ()
RO
Nas coordenadas do elemento K,
v;(8) = Jk¥;(s) + o
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
N 1
tj= i Y5(8)
RO
Nas coordenadas do elemento K,
v;(s) = Tk5(s)
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
. 1,

by = ) (s)
RO
Nas coordenadas do elemento K,
1
ti=—— JrH(s)
N LT

e =
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
. 1,

by = ) (s)
RO
Nas coordenadas do elemento K,
7)1
t: = J = JK’A)’/~(S)
A
e =
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
. 1,

by = ) (s)
RO
Nas coordenadas do elemento K,
195 () 1
t: = J JK = ’A)’/~(S)
S O] e PO T
e =
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Relacgao entre os vetores tangentes nos dois elementos ?

3 1

Vetor tangente via derivada da parametrizagao:
N 1

tj = ¥;(s)
T (s [EACINE
Nas coordenadas do elemento K,
Il
T el )H
e =
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:

e _ N (AN G T 1, j=k .
Nj(w)tkdf—é N](:L')tkdf—{ 0. Gtk j=1,23
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
o 1, j=k

[ Ny dfzé Nj(ac)-tkdfz{ RPN EIR Y

Temos que

Nt dr = [ N5 i) ds

5 =
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
Ne@)tydl = | Ni@)dpar=1 1 7=k i =1,2,3
’ ](w) k = | ](w) k = 07 j#k ) J=144
k v
Temos que

Nt dr = [ NGt )] ds

Tk
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
SN a an 1, j=k .
N@(x).tkdrz/Nj(x)-tkdrz{ ca=k 193
Tk ’ i 0, j#k
Temos que
e ! e 2 ||’%c(8)” in /
Nj(x)-ty dl' = [ N5(@(;,(5)) | AT wte | [vk(s)ll ds
T 0 A
e =
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
. 1, j=k

[ Ny dfzé Nj(ac)-tkdfz{ RPN EIR Y

Temos que

N (@)t dT = /0 N @(3,(5)): (T icke) 1945 ds
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
. 1, j=k

[ Ny dfzé Nj(ac)-tkdfz{ RPN EIR Y

Temos que

NGt dr = [ (7b)" Nyl 3] ds
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
. 1, j=k

WNj(a:)-tkdI‘z/ﬁ Nj(ac)-tkdfz{ RPN EIR Y

Temos que

1
e ;T e ~ ~
N (@)t T = /0 i TT N (@ (3(9)) [ (5)]] ds
Yk
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
. 1, j=k

[ Ny dfzé Nj(ac)-tkdfz{ RPN EIR Y

Temos que

N(x) -ty dT = /0 (TN @(3x())) - Bl 54(5)]| ds

&5 =

Saulo P. Oliveira

Métodos de Elementos Finitos para as Equacoes de Maxwell 9/21



Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
Ne(z) 4, dF=/ N (&), df' = { (1)’ =k 3
Vi Yk , JFk
Temos que

N(x) -ty dT = /0 (TN @(3x())) - Bl 54(5)]| ds

Tk

Para que

1
[ Ny tedr = [ Vi) 10l ds = [ N
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Elementos Finitos de Aresta

Transformagao para o dominio real

Objetivo:
N¢(x)t, dl = [ N;(&)t dl = LoJj=k j=1,2,3
e - 0. j#k T TTHE

Temos que

N(x) -ty dT = /0 (TN @(3x())) - Bl 54(5)]| ds

Para que

1
Ni(e)tedr = [Nyl ds = [ N (@),
Yk

Transformagao do tipo Piola

N¢(z(2)) = J Nj()

Tk
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Elementos Finitos de Aresta
Observacgoes

e Precisamos de uma matiriz de conectividade das arestas
(convém usar a opcao —e no aplicativo triangle )

e Devemos atribuir o sentido do vetor tangente a cada aresta

&5 =
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Elementos Finitos de Aresta
Observacgoes

¢ Precisamos de uma matriz de conectividade das arestas
(convém usar a opcao —e no aplicativo triangle )
e Devemos atribuir o sentido do vetor tangente a cada aresta

e B
— -
e =
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Elementos Finitos de Aresta
Observacgoes

¢ Precisamos de uma matriz de conectividade das arestas
(convém usar a opcao —e no aplicativo triangle )
e Devemos atribuir o sentido do vetor tangente a cada aresta

e B
— -
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Elementos Finitos de Aresta
Observacgoes

e Precisamos de uma matiriz de conectividade das arestas
(convém usar a opcao —e no aplicativo triangle )

e Devemos atribuir o sentido do vetor tangente a cada aresta

Saida: t aponta para o vértice de maior indice (Jin, 2002)
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Elementos Finitos de Aresta
Observacgoes

e Precisamos de uma matiriz de conectividade das arestas
(convém usar a opcao —e no aplicativo triangle )

e Devemos atribuir o sentido do vetor tangente a cada aresta

19
15 — ™
5 =
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Elementos Finitos de Aresta

Exemplos (o = 0)

M = 3,w = 100 (malha grossa):

Re(E,) Im(E)

% :‘\ o7 8
AR >

».= \;
0 \\" ) 0“‘

10 = E
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Elementos Finitos de Aresta

Exemplos (o = 0)

M = 3,w =100 (malha fina):

Re(E,) Im(E,)
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Elementos Finitos de Aresta

Exemplos (o = 0)

M = 3,w = 10 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)

&5 =
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Elementos Finitos de Aresta

Exemplos (o = 0)

M = 3,w = 10 (malha fina):

Re(E,) Im(E,)

Vo
Aﬂ,ﬁ%v
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Elementos Finitos de Aresta

Exemplos (o = 0)

M = 3,w =1 (malha grossa):

Re(E,) Im(E,)

Saulo P. Oliveira
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Exemplos (o = 0)

Elementos Finitos de Aresta

=3,w=

(malha fina):

Re(EX)

Im(Ex)
‘\\\ I
Jl t"\ \ i
‘A ' ‘ m“"" /)
i
Sl
1w
Im(E, )

i
T2
7

777
&
\Z

|
[N
577
¢
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Panorama da Pesquisa na area

&5 =
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Modos espurios
Historico

e "Handwaving” (Lee et al., 1991; Mur, 1994; Hillion, 1997;
Jiang et al., 1996; Schroeder and Wolff, 1994; Bossavit,
1990)

e Formulagdo aumentada (Assous et al., 1993)

e Compacidade discreta (Kikuchi, 1989; Boffi et al., 2006;
Demkowicz et al., 2000)

e Métodos mistos (Boffi et al., 1999)
Elementos de arestas

¢ Elemento de Whitney (Whitney, 1957)

e Nedelec (Nédélec, 1980, 1986)

e Bases mistas nodais e de arestas (Graglia et al., 1997)
e Caso particular: Método de Yee (Monk, 1993)

Saulo P. Oliveira

&5 =
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Alternativas para os modos espurios

e Formulagao aumentada e quadrados minimos (Assous
et al., 1993; Jiang et al., 1996; Vardapetyan and
Demkowicz, 1999)

e Interior penalty (Grote et al., 2008)

e Formulagbes aumentadas ponderadas (Costabel and
Dauge, 2002; Bramble and Pasciak, 2004)

Singularidades do dominio
¢ Elementos de arestas quadrilaterais (Boffi et al., 2006)

e Formulagao aumentada com estabilizagao (Badia and
Codina, 2011)

&5 =
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Modelos Gerais

e Sistema de Primeira Ordem (Bramble et al., 2005; Maggio
et al., 2004; Rieben et al., 2004; Zhao et al., 2009)

e Potenciais (Hiptmair et al., 2008; Biro and Preis, 1989;
Badea et al., 2001)

e CSEM
e Modos TM e TE (Key and Weiss, 2006)
¢ Modelo 2.5D (Li and Key, 2007)
¢ Meios anisotrépicos (Li and Key, 2007)

e Modelo 3D no dominio da frequéncia / elementos de aresta
Fatoracao dos sistemas lineares (Silva et al., 2012)

&5 =
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Modelos Gerais
Dominio do Tempo

e Resenha dos métodos (Lee et al., 1997)

e Métodos simpléticos (Rieben et al., 2004; Zhao et al.,
2009)
e Mass Lumping:
¢ contra-exemplo no caso nodal (Lee et al., 1997)

e combinacdo com elementos espectrais (Pernet et al., 2005;
Cohen and Monk, 1999)

&5 =
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Modelos Gerais
Derivada Exterior

¢ Discretizacao de formas diferenciais (Whitney, 1957;
Bossavit, 1998; He and Teixeira, 2007; Hiptmair, 2001,
2002)

e Elementos finitos para calculo exterior (Arnold et al., 2010)
e Compacidade discreta e métodos hp (Boffi et al., 2011)

e Métodos miméticos (Brezzi and Buffa, 2010)

&5 =
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Referéncias Adicionais

Métodos de alta ordem

e Resenha dos Métodos (Hesthaven, 2003)

e Métodos hp (Vardapetyan and Demkowicz, 1999;
Ainsworth and Coyle, 2001)

¢ Elementos espectrais (arestas)(Lee et al., 2006; Lee and
Liu, 2007)

e Elementos espectrais / quadrados minimos (nodais)
(Maggio et al., 2004)

e Elementos espectrais com bases mistas (nodais+arestas)
(Lin et al., 2007)

e Partition of Unity (Ledger et al., 2003)
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Resenha / Demkowicz (Demkowicz, 2004)
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e hp / formulagdo aumentada (Demkowicz and Vardapetyan,
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e Elemento de aresta para quadrilateros em geral (Boffi
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e Elementos espectrais em H(curl) (Lee et al., 2006)

¢ Elementos espectrais nodais (least squares) (Maggio
et al., 2004)

e Formulagao aumentada com norma negativa (Bramble
et al., 2005)

e Formulagao no dominio do tempo (Lee et al., 1997)
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Material disponivel

Material disponivel em

www.ufpr.br/~ saulopo/maxwell
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