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ANALISE MULTIVARIADA

1. INTRODUCAO

1.1 - Conceitos Bésicos

ANALISE MULTIVARIADA: é um conjunto de técnicas estatisticas que tratam dos
dados correspondentes as medidas de muitas varidveis simultaneamente. Basicamente,
a Analise Multivariada consiste no estudo estatistico dos problemas relacionados com:

e Inferéncias sobre médias multivariadas;
e Andlise da estrutura de covariancia de uma matriz de dados;

® Téecnicas de reconhecimento de padrao, classificacdo e agrupamento.

No estudo de p > 1 variaveis, geralmente, toma-se n observacoes de cada variavel para
obter informagBes sobre pardmetros, relacionamentos entre variaveis, comparagoes,
etc. Assim, as medidas registradas séo x;; com i = 1,2, ... ,n (observagdes) e j = 1,2, ...
,p (variaveis) que podem ser agrupadas na matriz de dados X, , com n linhas e p
colunas

ST SPRINTEY X1p
XorXoouuinnnn X
_ | a2 2p
nXp =
anan """" an B

A matriz de dados X, contém n observacOes do vetor aleatorio p-dimensional X’ =
[X1, X2, ..o, Xp].

EXEMPLO 1:

Uma amostra aleatéria composta por quatro (4) notas de vendas de livros de uma
livraria foi obtida a fim de investigar-se a natureza dos livros vendidos. Cada nota
fiscal especifica, entre outras coisas, 0 nimero de livros vendidos e o valor de cada
venda. Seja a 12 variavel o total vendido em reais e a 22 varidvel o namero de livros
vendidos. Assim, seja 0 vetor aleatdrio X’ = [X; X;] cujas componentes sdo as v.a’s:
X1 (valor da venda) e X, (nimero de livros).

A matriz de dados é X, =

[}
o
w b~ o1 b~



1.2 - Estatisticas Descritivas

Muito da informacdo contida na matriz de dados pode ser dada pelo calculo de

ndmeros sumarios conhecidos como estatisticas descritivas.

E X;:
— - _ : ]
Vetor médio amostral : X’ =[ X1 X Xp] com x= =2

j=1.2,...p.

Su S e Sy
. ca . e Sy Sy e SZp
Matriz de covariancia amostral: S = onde
Spr - Sp2 Sop
4 2
9 Z(Xij X') . ]
sji= s = = é a variancia dav.a. X;
n-1
n — —_
Z(Xij = X) (X — Xk)
Sjk = = 1 j, k=12, ...,p éacovarianciaentre Xj e Xx.
n —
1 r, M
. . 1y, Sy
Matriz de correlagdo amostral: R = onde rx=———
Sii V Sk
Tn o2 1

EXERCICIOS

1) Considere os dados do exemplo 1. Entdo, calcule:
a) O vetor médio amostral.

Solucdo: Calcule a média de cada variavel usando a calculadora ou, entdo,
usando o STATGRAPHICS siga o caminho: DESCRIBE, NUMERIC DATA,
MULTIPLE VARIABLES ANALYSIS; entre com as duas variaveis e OK;
agora va no botdo amarelo de TABULAR OPTIONS e escolha SUMMARY
STATISTICS e o resultado estara na tabela abaixo com varias estatisticas. O

vetor médio serd X =[51,5 4].

valors$ gLIVROS
Count 4 4
Average 51.5 4.0
Median 45.0 4.0
Variance 385.0 0.666667
Standard deviation 19.6214 0.816497
Standard error 9.81071 0.408248
Minimum 36.0 3.0
Maximum 80.0 5.0
Range 44.0 2.0
Lower quartile 39.0 3.5
Upper quartile 64.0 4.5
Coeff. of variation 38.0998% 20.4124%



b) a matriz de covariancia amostral S.
Solucdo: Calcule a variancia de cada variavel, depois calcule a covariancia
entre elas usando as formulas e a calculadora, ou entdo, use os resultados da
tabela anterior para montar a matriz. Lembre que a covariancia Si» = p125152. A
matriz de covariancia é:

[ 385 14.6667
" 114.6667 0.66667

Veja que s’= 385 é a variancia amostral e estima a verdadeira variancia
populacional o?; s;; = 14,6667 é a covariancia amostral e s2= 0,6667 é a
estimativa amostral de ;. Finalmente, a matriz S é a estatistica que estima o
verdadeiro parametro X (matriz de covariancia populacional).

c) amatriz de correlacdo amostral R.
Solucéo: Calcule o coeficiente de correlagéo p,,= ri> entre as duas variaveis

usando as formulas e a calculadora, ou entdo, pegue a matriz diretamente no
STATGRAPHICS. A matriz de correlagéo é:

[ 1 001547
P~ 10.915475 1

Finalmente, a matriz R é a estatistica que estima o verdadeiro parametro p (matriz
de correlacdo populacional).

2) Vocé sabia que a correlagdo entre as v.a’s X e Y ¢é igual a covariancia entre as v.a’s
X e Y padronizadas? Prove este fato.

Prova:
Por defini¢do a covariancia entre duas v.a’s ¢ dada por:

cov(X, Y) = E[(X - ux)(Y - wny)] e dividindo pelo produto dos desvios padrfes ox oy
tem-se 0 quociente:

cov(X,Y) _ EI(X —p, )(Y —py)] _ =l (X=py) (Y —py)
GOy OyOy Gy Gy

] que ¢ a covariancia entre

(X =py) (Y =py)

X Gy

duas v.a’s padronizadas. Entao o coeficiente de correlagdo p = E[

]

¢ a covariancia entre duas v.a’s padronizadas.

1.3 - Distancia

Vaérias técnicas estatisticas sdo baseadas no conceito simples de distancia. A distancia
Euclidiana entre os pontos P e O € RP, ou seja, do ponto P(xy, Xy, ..... , Xp) até a



origem O(0, O, ...., 0) é a distancia na linha reta d(PO) dada de acordo com o Teorema
de Pitagoras:

d(PO) = \/xf + X4 X

e a distancia de P(Xy, X2, ..... , Xp) 80 ponto Q(y1, Yz, ..... , Yp) € dada por:

d(PQ) = \/(Xl —Y.) (X, —Y,)?

Contudo, a distancia Euclidiana ndo é satisfatoria em varias propostas estatisticas
porque cada coordenada contribui igualmente para o calculo da distancia. Quando as
coordenadas sdo medidas de v.a’s de diferentes magnitudes (escalas), (p.ex. X; € da
ordem de 1; 0,5; 2; 0,1; etc e X, é da ordem de 1000; 5652; 15314; etc.), variabilidades
fortemente diferenciadas, é preferivel ponderar as coordenadas de acordo com as
variancias. Isto produz a chamada distancia estatistica. Na figura a seguir observa-se
gue a variancia da v.a no sentido horizontal ¢ maior que a variancia da v.a no sentido
vertical V(X1) > V(X2)

X

/\ )
~_ |

Y

Assim, pondera-se as v.a’s dividindo-as pelo seu desvio padréo, ou seja:

Xl* = X1/01 e Xz* = X2/62

E a distancia Euclidiana entre o ponto P*(X3, X3) e a origem O(0,0) é:

X
S

NN

2
dP'O) =dyj= |2+

2
1

que é conhecida como DISTANCIA ESTATISTICA.

w
NN

Considerando x. e 3[J e R®, com o1, 6, e o3 sendo os desvios padrdes das v.a’s
correspondentes as componentes (dire¢des) 1, 2 e 3, a distancia Estatistica entre os
pontos X, ey, é dada por:

d \/(Xil_yjl)z (Xiz_yjz)2 (Xi3_yj3)2
ij = + +

2 2 2
G, G, G3



E facil perceber que a diferenca entre a distancia Euclidiana e a distancia Estatistica
estd nos pesos (inversos das variancias) e que quando as variancias sao iguais usa-se a
distancia Euclidiana.

METRICA DE MAHALANOBIS

E bastante geral, pois leva em conta os padrdes de covariancia que pode existir nos
dados. Sua expressédo para a distancia entre os pontos x; e xj € R?, considerando que =
€ a matriz de covariancia correspondente a matriz de dados X é:

D} = (Xi — X)) = (Xi — X;)
A chamada distancia de Mahalanobis é a raiz quadrada de D?.

DISTANCIA DE MINKOWSKI ou METRICA DE MINKOWSKI
Existe uma classe geral de distancias conhecida como Minkowski p-metrics (ou L,
metrics) que é definida pela equacéo:

dij(p) = [%| Xik = Xjk |p]1/p

Dessa forma a distancia Euclidiana é apenas um caso especial da métrica de
Minkowski com p = 2, d;j(2) = [ X X;,c — X [PT"

k
A métrica de Minkowski tem ainda dois casos especiais, que sao:

com p = 1 que corresponde a distancia de city-block dij(1) = X| x;, — X,
k

com p = oo que corresponde a distancia sup-metric
dij(o0) = max(|xj1 — Xj1)l, Xiz - X2l, ... , [Xip — Xjp|)
Observe a figura adiante, o quadrado exeterno corresponde a dij(c0) sup-metric; o

circulo corresponde a dij(2) distancia Euclidiana e o quadrado interno ao circulo
corresponde a dj(1) city-block.
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1.4- Medidas de Similaridade
1.4.1- Introducéo

Muitas vezes as variaveis estudadas s6 podem ser medidas na escala nominal
e, conseqlientemente, ndo € adequado calcular uma medida de distancia. O
procedimento adotado, entdo, é baseado no pareamento de atributo. Assim, tem-se as
medidas de similaridade que consideram atributos comuns.

EXEMPLO 1:

Considere quatro refrigerantes e quatro atributos relacionados na tabela a seguir:

ATRIBUTO
REFRIGERANTE Sabor | Cafeina Diet | Fabricado pela
cola Coca-cola

Coca-cola 1 1 0 1

Pepsi-cola 1 1 0 0

Diet Coca 1 1 1 1

Livre de Cafeina e Diet |1 0 1 1

Coca

Uma medida de similaridade entre Coca-cola e Pepsi-cola corresponde ao nimero de
empates no total de atributos, ou seja, ¥. Pode-se construir a matriz de similaridade
entre os quatro produtos com base nessa medida de similaridade. A seguir tem-se essa
matriz de similaridade.

Coke Pepsi DPepsi CFDCoke

Coke 1
Pepsi % 1

S= DCoca % % 1

CFDCoke _% % 34 1]

1.4.2- Coeficientes de Similaridade

O entendimento do conceito de coeficiente de similaridade fica mais claro a partir do
préximo exemplo.

10



11

EXEMPLO

Seja p = 5 variaveis binarias que indicam a presenca (1) ou a auséncia (0) de certas
caracteristicas nos objetos A e B, na tabela adiante:

CARACTERISTICAS
OBJETO C1 C2 C3 C4 C5
a 1 0 0 1 1
B 1 1 0 1 0

A distancia Euclidiana entre A e B a0 quadrado d?(A,B) =|a —L)||2 é dada por:
d*(A,B)=0" +(-D)*+0° +0* +1° =2

E, d’(A,B) fornece uma medida do nimero de ndo emparelhamentos no par de
objetos e é claro que um numero grande de ndo emparelhamentos indica uma menor
semelhanca.

Fica claro que uma ponderacdo nos empates (emparelhamentos) em (1-1) e (0-
0) é necesséria, pois pode ocorrer da presenca de uma caracteristica ser mais forte do
que a auséncia. Por exemplo: se 1 significa “Ié grego antigo” é 6bvio que 0 empate em
1-1 é maior indicador de semelhanca que o empate 0-0 (ndo Ié grego antigo). Assim é
razoavel diminuir o nimero de igualdades 0-0 ou até desconsidera-las completamente.

Portanto, desse tratamento diferenciado para empates 1-1 e 0-0 surgiram
diversos esquemas para definir os coeficientes de similaridades.

Seja a tabela de contingéncia para os itens i e k:

item k
1 0 TOTAL
item i 1 a b a+b
0 C d c+d
TOTAL a+c b+d p=a+b+c+d

onde: a é a frequiéncia de igualdades  1-1
béa - “ desigualdades 1-0
céa « « 0-1
déa * “ igualdades 0-0

Assim, os coeficientes usuais de similaridade sdo dados na tabela adiante:

11
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COEFICIENTE 5¢(i,k) PONDERACAO
) a+d 1) Pesos iguais para 1-1 e 0-0.
p
Z)M 2) Pesos em dobro para 1-1 e 0-0.
2(@+d)+b+c
a+d
a+d+2(b+c) 3) Pesos em dobro para as desigualdades 1-0 e 0-1.
4)3 4) Desconsiderando 0-0 no numerador.
p
a 5) Desconsiderando 0-0 no numerador e denominador.
2 b+c
a+b+
2a 6) Desconsiderando 0-0 no numerador e denominador e com peso em dobro para 1-1
2a+b+c
7); 7) Peso em dobro para as desigualdades
a+2(b+c)
g2
) btc 8) Razdo entre as igualdades e desigualdades, excluindo 0-0.
EXERCICIO

Suponha que cinco individuos possuem as caracteristicas listadas na tabela adiante:

individuo altura Peso cor dos cor dos | habilidade Sexo
olhos cabelos manual
1 68 pol 140 Ib verde louro destro feminino
2 73 « 185 « | castanho | castanho «“ masculino
3 67 165 « azul louro «“ masculino
4 64 « 120 « | castanho | castanho «“ feminino
5 76 210 “ | castanho | castanho canhoto | masculino

a) Defina variadveis binarias para as caracteristicas.
b) Monte o quadro considerando as variaveis binarias definidas.

¢) Usando o coeficiente de similaridade a+d construa a matriz dos coeficientes de
p

similaridades de ordem (5x5) para os n = 5 individuos.
d) Faca alguma conclusdo com base nos coeficientes de similaridade.

o . - T ~ . a+d
e) Vocé teria alguma critica a fazer ao coeficiente de similaridade S(i,k) = ?

1.4.3- Relacéo entre coeficiente de similaridade e distancia

O coeficiente de similaridade entre os objetos i e k pode ser escrito em funcéo
da distancia entre i e k, ou seja:

S(i,K=————,onde0<S(i,k<1

1+d(i, k)

Observa-se que diminuindo a distancia aumenta a similaridade e vice-versa. E sempre
possivel construir coeficientes de similaridades a partir das distancias, contudo néo é

possivel construir as distancias a partir das similaridades, a ndo ser que a matriz S seja

12
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ndo-negativa definida e § (i, i) = 1. Desta forma d(i, k) = y/2(1-5(i,k)) tem as
propriedades de uma distancia.

1.4.4- Similaridade e medida de associagdo para pares de variaveis

Quando as variaveis sdo binarias, os dados podem ser colocados na forma de
uma tabela de contingéncia. As varidveis, melhor do que os objetos delineiam as
categorias. Para cada par de varidveis existem n objetos categorizados na tabela.
Assim tem-se:

Variavel k Total
variaveli 1| a b a+b
0| ¢ d c+d

Total atc b+d n

e o coeficiente de correlagcdo amostral, calculado com base na tabela de contingéncia,
ad-bc

= J(@+b)(c+d)(a+c)(b+d)
similaridade entre i e k.

que pode ser tomado como uma medida de

EXERCICIOS

1) Um conjunto de pares de medidas de duas v.a’s tem o vetor médio pu’ = [0, 0] ¢
variancias o1 = 4 e o, = 1. Seja 0 ponto X € R? com coordenadas (xi, X»).
Suponha que as v.a’s X; e X, ndo sejam correlacionadas.

a) Calcule a distancia estatistica do ponto x de coordenadas (xi, X2) & origem.
2 2
X X
1

b) Construa o grafico do lugar geométrico dos pontos cuja distancia estatistica a
origem é 1.

R.:d(P,0) =

2
o . , . . X
R.: O lugar geométrico especificado € a elipse com equacéo Tl +22=1,

c) Escreva também a equacdo deste lugar geométrico para uma distancia ¢ e ainda o
gréafico nesta situacdo genérica.

2 2

DXy Xy 2

R.- _2+_2_C .
6, O,

d) Faca o gréfico dos pontos cuja distancia a origem € 1.

13
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T

;\ g v ] :
\H-_,,//

Considerando x; = x e Xz =Y.

e) Faca o gréfico dos pontos cuja distancia a origem € c.
R.: O grafico € uma elipse e os pontos onde o eixo das abscissas corta a elipse séo:
(-coy, 0) e (coy, 0); e os pontos onde o eixo das ordenadas corta a curva séo: (0,
-co3) e (0, coy), ou melhor, (-2¢, 0) e (2c, 0) na horizontal e (0, -c) e (0, c).

2) Escreva a expressdo da distancia estatistica do ponto P de coordenadas x’s ao ponto
Q de coordenadas y’s, ambos situados no RP. Sabe-se que cada coordenada distinta
tem varianciac? i =1,2, ....,p.

R.:d(P,Q) = \/(Xl _Zyl)z X ~Y2)" +...+—(Xp _Zyp)

2
o] c, o,

OBS.: O lugar geométrico dos pontos P que tém a mesma distancia ao quadrado do
ponto Q jazem sobre um hiperelipséide de centro em Q cujos eixos maior e
menor sdo paralelos aos eixos das coordenadas.

2. ALGEBRA MATRICIAL E VETORES ALEATORIOS

2.1 - Algebra Matricial

Um arranjo x de nimeros reais X1, Xz, ..., Xp € chamado vetor e € escrito como

X= ou X’= [X1X2 ... Xp] (vetor transposto).

Um vetor pode ter o seu mddulo contraido ou aumentado quando € multiplicado por
uma constante ¢, cX’= [cX1 CX2 ....... CXp] € a adigéo de vetores € feita somando-se 0s
elementos componentes dos vetores (ordenadamente), ou seja:

14
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Xp yp Xp + yp
O produto interno dos vetores x e y de dimensdo p € definido por x.y =y.x =X’y =

p
DXy, (escalar).

i=1

Comprimento ou norma de um vetor p-dimensional x é definido como a raiz
quadrada do produto interno do vetor por ele mesmo, ou seja,

X1 = VX X =X+ X

EXERCICIO

1) Dados os vetores x’=[10 3 12] e y’=[-2 1 0], pede-se:
a) o vetor 3x;
b) o vetor soma x +;
€) o0 comprimento ou norma de cada um dos vetores;
d) a norma quadréatica de cada um dos vetores;
e) o0 angulo entre os dois vetores.

Matriz: uma matriz A de ordem n x p é um arranjo retangular de nimeros reais
formado por n linhas e p colunas. Quando n = p a matriz € dita quadrada,

all a12 a1p

a21 a22 az
A= P

anl an2 a‘np

Matriz Transposta: a matriz transposta, A’, de A ¢ formada quando se troca as linhas
pelas colunas, obtendo-se A’ de ordem p x n.

Matriz Simétrica: quando a matriz A é formada de modo que A’ = A, entdo ela ¢
chamada de simétrica.

Matriz Inversa: a matriz quadrada A de ordem pxp admite inversa representada por
Al de ordem pxp se existe uma matriz A tal que AA™ = I, onde | é a matriz
identidade de ordem p com 1°s na diagonal principal e zeros fora dela. Assim, AA™ =

AlA=] e Al=_1 adj(A) com adj(A) sendo a matriz dos co-fatores
det(A)

transposta.

A condicdo técnica para que a inversa exista € que as p colunas da matriz sejam
linearmente independentes.
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EXERCICIOS

1) Verifique se os vetores x’=[12 1],y =[10 -1] e 2’=[1 -2 1] sdo linearmente
independentes.
2) Verifique se os vetores x’=[1 1 3] e y’=[4 4 12] s3o independentes.

3 2
3) Mostre que a matriz A = L J admite inversa.

Matriz Ortogonal: uma matriz quadrada A é chamada de ortogonal quando suas
linhas consideradas como vetores sdo mutuamente perpendiculares e tém
comprimentos unitarios, isto é: A’A =1 e consequentemente A’ = Al

Autovalores e autovetores: uma matriz quadrada A é dita ter um autovalor A
(eigenvalue) com correspondente autovetor e’ 0 (eigenvector) se Ae = Ae.

RESULTADO 2.1
Uma matriz quadrada simétrica A de ordem k x k tem k pares de autovalor e
autovetor, ou seja:

(A1.81), (A2,82), .o ,(AksBK)

OBS. Os autovetores podem ser escolhidos de modo a terem o comprimento igual a 1,
ou seja, e’.e = 1. Isto chama-se “padronizar os autovetores”.

RESULTADO 2.2
Seja A uma matriz quadrada de ordem k x k e | a matriz identidade de ordem kxk,
entdo os escalares A, Az, ... . M satisfazendo a equacdo | A - Al | = 0 sdo os

autovalores de A.

EXERCICIOS:

. 110
1) Determine os autovalores e autovetores da matriz L 3} .

R.: Resolva a equacéo | A - Il = 0 para achar os autovalores e, com eles, use a
definicdo para achar os autovetores. Como a matriz ndo € simétrica nao €
possivel usar o STATGRAPHICS para achar os autovalores e autovetores.
Contudo isto pode ser feito com o MATLAB ou MAPLE, etc.

. 111
2) Determine os autovalores e autovetores da matriz L 3}

R.: Resolvaa | A - Al|=0 para achar os autovalores e, com eles, use a definicéo
para achar os autovetores. Na pratica use 0 STATGRAPHICS seguindo o
seguinte caminho: SPECIAL, MULTIVARIATE METHODS, PRINCIPAL
COMPONENTS.
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Os autovalores sdo: Ay = 3.41421 e L, = 0.585786, obtidos em Analysis
Summary. Ja os autovetores sdo: e, = [0.382683 0.92388] e e, = [0.92388 -
0.382683] obtidos em Component Weights.

. 1 -5 e
3) Dada a matriz A = { : J verifique se 6 e [1/~/2 -1/+/2] formam um dos

pares de autovalor/autovetor de A.
R.: Aplique a definicdo de autovalor e autovetor, ou seja, Ae = Ae.

Formas Quadraticas: uma forma quadratica Q(x) nas p variaveis Xi, X, ..... Xp €
definida por Q(x) = X’Ax , onde X’= [Xx1, X2, .... ,Xp] € A € uma matriz quadrada de
ordem pxp simétrica. Note que a forma quadratica pode ser escrita como

QX) = Zzaijxixj

EXERCICIO:

1 1(|X
Escreva a forma quadratica Q(x) = [X1 X2] L J Ll}como um polindmio.
2

R.: Q(X) = X2+ 2X1Xp + X2

Matriz positiva definida: a matriz A é positiva definida se x’Ax >0 Vx # 0.

Matriz positiva semi-definida: a matriz A € positiva semi-definida ou ndo negativa
se X’Ax>0Vx=0.

RESULTADO 2.3: Teorema da Decomposicdo Espectral (Decomposicdo de
Jordan)

Qualquer matriz simétrica A de ordem pxp pode ser escrita como

P
A =PAP’= Z)\'l gigi’

i=1
onde A é uma matriz diagonal formada com os autovalores de A e P é uma matriz
ortogonal (P’P=I) cujas colunas séo os autovetores padronizados (normalizados e;’ej =

leei’ej=0i#j) de A.
EXERCICIOS:

1 0||X
1) Escrever a forma quadratica Q(X) = [X1 X2] L J Ll}como polindmio.

2
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13 -4 2
2) Considere a matriz simétrica A = |-4 13 -2|. Calcule os autovalores e
2 -2 10

autovetores de A.

R.: Os autovalores e autovetores poderiam ser calculados usando-se as equacoes:
| A- Al =0e Ae = re. Mas, dado a ordem 3x3 da matriz isto d& muito
trabalho. Entéo, o que se pode fazer é usar o STATGRAPHICS, usando o
caminho:

SPECIAL, MULTIVARIATE METHODS, PRINCIPAL COMPONENTS.

Os autovalores sdo: A; = 18, A, =9 e A3 = 9, obtidos em Analysis Summary. Ja
0s autovetores sdo: e, = [0.667 -0.667 0.333], e, = [-0.236 0.236 0.943] e e,

=10.707 0.707 0.0] obtidos em Component Weights.

3) Mostre que a forma quadratica Q(x ) = 3xi%+ 2x,° - 2 V2 x1%, pode ser escrita na

forma x’AX.
3 2
2 2

2 ,
R.:Pelo TDE A= Y A,e.e; e prée pos-multiplicando antes por X’ e X tem-se:
1=1

4) Mostre que a matriz A = { é definida ndo-negativa.

2 . L.
X’Ax =X’Y A e e X e os autovalores de A sdo A1 =4 e A, = 1. Substituindo os valores
1=1

4 e 1 no somatorio obtém-se como resultado 4y +y2 > 0. Portanto, A é definida ndo
negativa.

1 -5
5) Verifique se a matriz A = { c }é definida ndo negativa.

1 -5
6) Determine a inversa da matriz A = [ _— }

Matriz raiz quadrada: a decomposicéo espectral permite expressar a inversa de uma
matriz quadrada em termos dos seus autovalores e autovetores e isto leva a uma
matriz muito util, que é a matriz raiz quadrada (exercicio adiante).

Matriz idempotente: a matriz quadrada A de ordem p x p é chamada de idempotente
se AA=A?=A
EXERCICIOS:
1) Seja uma matriz quadrada A, simétrica de ordem k x k, determine A™ dada a matriz
dos autovalores A e a matriz dos autovetores P (ortogonal).
R.: Pelo TDE a matriz A = PAP’ e dado que P ¢ ortogonal tem-se que
(PAP’) (PA™P’) =1 e por identidade, ja que A*A =1, A= PA™P".

18
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k '
2) Explique por que é possivel escrever A = PA™'P’ = Z%gg :
i=1 i

R.: Porque a matriz A é diagonal e a inversa de uma matriz diagonal tem na sua
diagonal principal os inversos dos elementos de A e P pode ser considerada
como formada por uma linha com os autovetores nessa linha e P’ formada por
uma coluna tendo os autovetores nessa coluna.

3) Seja uma matriz quadrada A, simétrica de ordem k x k. Determine a matriz raiz
quadrada de A, A*?, dada a matriz dos autovalores A e a matriz dos autovetores P
(ortogonal).

R.: Pelo TDE a matriz A = PAP’ e dado que P ¢ ortogonal tem-se que

(PAY?P*) (PAY?P’) = PAP’ = A ¢ por identidade, j4 que A¥?AY? = A, tem-se que a
matriz raiz quadrada é AY? = PAY?p’.

2.2 - Matriz e Vetor Aleatério

Um vetor aleatorio € o vetor cujos elementos sdo v.a’s e de modo semelhante uma
matriz aleat6ria é a matriz cujas entradas sdo v.a’s.

Seja X uma matriz aleatdria de ordem nxp, entdo:

E(Xy) E(Xy) o E(Xy)
E(X): E(Xz1) E(Xzz) E(sz) OndeE(Xij):Txijfij(xij)dxij
E(Xy) E(X.) ... E(X,)

Propriedades: sejam X e Y matrizes aleatorias de mesmas dimensdes e sejam A e B
matrizes de constantes (ndo-aleatorias) de dimensdes compativeis com X e Y. Ent&o:

a) E(X+Y) = E(X) + E(Y)
b) E(AXB) = AE(X)B
esep€E(X)= [y ]’ entdo pi € E(Xi)=p
Matriz de Covariancia: de um vetor aleatério X é definida por,

L=VX)=EX-wX-ny

EXERCICIOS:

1) Construir a matriz de covariancias do vetor aleatério X € R a partir da definicdo
anterior.
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- _
G, Op Gy
2
(0} O O
. —v_ |%1 2 2
R:V(X)=x= P
2
Oy Oz - Op |

2) Construir a matriz de correlacdo do vetor aleatério X a partir da matriz de
covariancia

1 py - P1p
P 1 Py G
R:ip= , Com pjj = ——
P Pi G0
P Pzp - 1

3) Mostre o resultado VY2pVv¥2 = 5.
R.: Monte a matriz desvio padrdo V*? que é uma matriz diagonal com os desvios
padrdes na diagonal principal; monte a matriz de correlacdo p considerando

O.. ; ; }
que em cada entrada tem-se pjj = — . Agora, multiplique as matrizes.
G0

4) Dada a matriz de covariancia a seguir, determine a matriz raiz quadrada V*? e a
matriz de correlacgéo p.

0, Oy O1p
2
Cp O, O,
Y= P
O O O-2
1p 2p p

R.: Monte a matriz desvio padrdo V*? que é uma matriz diagonal com os desvios
padrGes na diagonal principal. J& a matriz de correlacdo € formada

: Gjj
considerando que em cada entrada pjj = — .

5) Faca um quadro que contenha definicdo, notacéo e exemplos triviais de:
matriz escalar, vetor coluna, vetor de unidades, matriz retangular, matriz quadrada,
matriz diagonal, matriz identidade, matriz simétrica, matriz de unidades, matriz
triangular superior, matriz triangular inferior, matriz assimetrica, matriz nula,
matriz definida positiva, matriz definida ndo-negativa e matriz idempotente.

6) Faca um quadro que contenha as defini¢cdes das seguintes opera¢fes com matrizes:
Adicéo, subtracdo, multiplicacdo por escalar, produto interno, multiplicagéo, traco
de uma matriz e determinante.

7) Dadas as matrizes abaixo determine as operac¢des indicadas em seqiiéncia:

20



1 2 -1
A=-1 3 -1|B=
2 2 4

3 2 -1 2
2 3 1
-1 1 3

a) A+B

b) A-B

c) A-2B

d) A’+B

e) (A+B)’
f) (3A’-2BY’
g) tr(A)

h) tr(B)

i) AB

j)BC

8) Calcule a matriz inversa de A =

w = N

3
2
1

N W

21

3 - MATRIZ DE DADOS, VETOR DE MEDIAS E MATRIZ DE

COVARIANCIA

3.1- Matriz de Dados

Uma matriz de dados com n unidades observacionais e p variaveis pode ser escrita na

seguinte forma:

Ol Xll
02 XZl
unidades observacionais{ X =
0; Xi1
On an
i=1,2,...,n
j=1,2,...,p
R
Xi2
onde X)= (vetor linha)
X..
ij
X

Xpp e Xyj e Xy
Xpg v Xy e Xy
X, Xij Xip
Xpg oo Xpj o Xpp |
Xy
Xy
e X = (vetor coluna)
X;;
| X

21
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EXEMPLO 1

Matriz de dados com 5 estudantes como unidades observacionais e, idade em anos na
entrada para a universidade, nota até 100 no exame de fim do 1° ano e sexo como as
variaveis, respectivamente, Xi, X, e Xs. Veja adiante.

Variaveis
X1 X2 X3
Observacoes — idade nota sexp
1 18,45 70 1
2 18,41 65 0
3 18,39 71 0
4 18,70 72 0
5 18,34 94 1

EXERCICIO:

Para os dados do exemplo anterior escreva o vetor linha da 3% unidade observacional e
0 vetor coluna da 22 variavel:

3.2- Vetor de Médias

Dada a matriz X, = (X)), i =1, ..., nitense j=1, ..., p variaveis, a média amostral da
j-ésima variavel é dada por:

1 n
Xi= =D X;
n iz

) ST SR le le X1 Xy e Xy
X X e Xy X X X
_| ™ 22 2j 2p . 12 22 n2
nxp = PX n—
Xp1 Xy o an an le sz an

O vetor de médias amostral é dado por X’ =[% X, .. X ,] e representa o centro de

gravidade dos pontos amostrais sendo que Xi representa o centro de gravidade da
amostra da variavel X;.

EXEMPLO 2:

Para a matriz de dados do exemplo 1, o vetor de médias pode ser obtido calculando-se
a media de cada varidavel e montando o vetor médio. Computacionalmente, pode-se
usar 0 STATGRAPHICS seguindo o caminho: DESCRIBE, NUMERIC DATA,
MULTIPLE VARIABLE ANALYSIS.

X’ =1[ 18,458 ; 74,40 ; 0,4]

22



O vetor de médias pode ser escrito em notacdo matricial:

2:1 X :EX'l
n“s n

3.3- Matriz de Covariancias Amostral e Matriz de Correlacdo Amostral

e A variancia amostral da j-ésima variavel é:
1< v .\2 2 : L
Sjj:_Z(Xij_Xj) =S 1=1,2,..,pvariaveis
N5

¢ A covariancia amostral entre a j-ésima e a k-ésima variavel é:
1L - -1 - -
Sik :HZ(X“ — X)) (X — Xk) = HZX“X"‘ — XXk i=1,2,...,n
i=1 i=1

kj=1.2,..,p

23

¢ A matriz de ordem pxp, S = (Sj), com 0s elementos dados pelas expressdes acima é

chamada MATRIZ DE COVARIANCIA AMOSTRAL.

EXERCICIOS:
1) Verifique a afirmacéo anterior.

2) Calcule o vetor de médias amostral para a matriz de dados do exemplo 1, usando a

notacdo matricial.

3) Calcule o vetor de médias, a matriz de covariancia e a matriz de correlacdo das
variaveis aleatorias observadas segundo a matriz de dados seguinte. Os dados
mostram o0s pesos de depoésitos de cascas de 28 arvores (arvore da cortica) em 4

direcdes (N,S,L,0).

N L S @) N L S @)
72 66 76 77 91 79 100 75
60 53 66 63 56 68 47 50
56 57 64 58 79 65 70 61
41 29 36 38 81 80 68 58
32 32 35 36 78 55 67 60
30 35 34 26 46 38 37 38
39 39 31 27 39 35 34 37
42 43 31 25 32 30 30 32
37 40 31 25 60 50 67 54
3 29 27 36 35 37 48 39
32 30 34 28 39 36 39 31
63 45 74 63 50 34 37 40
54 46 60 52 43 37 39 50
47 51 52 43 48 54 57 43
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R.: Computacionalmente, pode-se usar 0 STATGRAPHICS seguindo o caminho:
DESCRIBE, NUMERIC DATA, MULTIPLE VARIABLE ANALYSIS.

Vetor médio amostral: X =[50.5357 46.1786 49.6786 45.1786]

A matriz de covariancia amostral é:

290.406 223.753 288.438 226.271
| 223.753 219.93 229.06 171.374
>= 288.438 229.06 350.004 259.541
226.271 171.374 259.541 226.004

A matriz de correlacdo amostral é:

1 0.885367 0.904717 0.883219

_10.885367 1 0.8256 0.76868

~ 1 0.904717 0.8256 1 0.922808

0.883219 0.76868 0.922808 1
EXERCICIO

1) Para os dados do exemplo 3.1:
a) Estime as variancias das variaveis X, X, Xs.
b) Repita o item a matricialmente.
c) Estime o coeficiente de correlacdo p entre as variaveis X; e X, , X, e Xa.

3.4- Vetores Aleatérios

DEF 1: Um espaco de probabilidade é um trio (2,4, P) onde :
a) Q é um conjunto ndo vazio (espago amostral) ;
b) .4 é uma c-algebra de subconjuntos de Q ;
c) P é uma medida de probabilidade em 4.

DEF. 2: Um vetor X’= (X1, X2, ... ,Xp) cujas componentes séo variaveis aleatorias
definidas no mesmo espaco de probabilidade (€2 ,4,P), é chamado vetor aleatorio p-
dimensional.

DEF. 3: Func¢éo de Distribuicdo de Vetor Aleatorio
A funcéo de distribuicdo F = F, = Fxl’X2 _____ . de um vetor aleatorio

X=Xy, Xz, ..., Xp) é definida como :
F(X) = F(Xl,Xz,...,Xp) = P(Xlgxl, Xo<Xo,..., XN SXP) V(Xl,Xz,...,Xp) S RP

F é também chamada funcéo de distribui¢do conjunta das varidveis aleatorias
X1,X2,...,Xp.
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EXEMPLO:

Uma urna contém 3 bolas numeradas 1,2,3. Duas bolas sdo retiradas sucessivamente
da urna, ao acaso e sem reposicao. Seja X o numero da 12 bola retirada e Y o nimero
da 22,

a) Escreva o espaco amostral Q.

b) Escreva a distribui¢do conjunta de (X,Y).
c¢) Calcule a P(X<Y).

d) Calcule a F(1,2).

4- ANALISE DA ESTRUTURA DE COVARIANCIA
4.1- Componentes Principais

4.1.1- Introducao

A Anélise de Componentes Principais procura explicar a estrutura de
variancia-covariancia da matriz de dados atraveés de combinagdes lineares ndo
correlacionadas das p variaveis originais. Embora p componentes sejam necessarias
para reproduzir a variabilidade total do sistema, freqlientemente muito dessa
variabilidade pode ser explicada por um ndmero pequeno, k, de componentes
principais.

Neste caso, existe quase a mesma quantidade de informacdo nas k
componentes que nas p varidveis originais. As k componentes principais podem,
entdo, substituir as p variaveis iniciais e, o conjunto de dados original que consiste de
n medidas das p variaveis, é reduzido para um formado por n medidas das k
componentes principais.

A.C.P. freqlientemente revela relacionamentos que ndo sdo previamente
suspeitos e permite interpretacdes que poderiam nao ocorrer ordinariamente.

OBJETIVOS DA A.C.P.

1°) Reducdo de dados;
20) Obtencdo de v.a’s ndo correlacionadas;
39 Interpretacao.

4.1.2- Componentes Principais da Populagdo

Algebricamente componentes principais sdo C.L.’s particulares das p variaveis
aleatorias Xi, Xy, ... , Xp. Geometricamente estas C.L.’s representam a selecdo de um
novo sistema de coordenadas obtido por rotacdo do sistema original com X, X, ...,
Xp como eixos. Os novos eixos Yi, Yz, .. Y, representam as dire¢cdes com
variabilidade maxima e fornecem uma descri¢do mais simples e mais parcimoniosa da
estrutura de covariancia.

As componentes principais dependem da matriz de covariancias ¥ (ou da
matriz de correlacéo p) das v.a’s Xi, Xo, ..., Xp. O seu desenvolvimento néo necessita
da suposicdo de Gaussianidade. Por outro lado a Analise de Componentes Principais
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derivada de populagdes normais multivariadas tem sua interpretacao usual em termos
de elipséides de densidade constante,

Xs AY X1

Seja o vetor aleatorio X’=[X1, Xy, ... ,Xp] que tem vetor de médias p = E(X) e matriz
de covariancia = = V(X) com autovalores A;>2X1;>... 2,2 0. Considere as C.L’s

Yi=C'X =cCuXy+CXo+ ... +Cp1Xp

Cy Cyny pl
Ay — Chr Cyp sz
Yo =0’ X =CaXy + CoXo + ... +Cp2 X, oCp =
Cip Cop Cop
Yl Cy Cypy Cpl Xl
Y c, C X
Entio, tem-seY=| *|=["2 "2 P22 = CX e
Y, Cp Cop - Cp || X,
e V(Yi) = V(' X) = ¢’ V(X)Ci = &’ 2Ci
o cov(Yi,Yy) =ci’Zck
o cov(Yp) = V(,CpX) = CZC’
As componentes principais sdo as C.L’s nao-correlacionadas Y1, Yy, ..., Y, cujas

variancias sdo tdo grande quanto possivel. Assim:

e a 1% componente principal é a C.L com variancia maxima, isto é, é a C.L. que
maximiza V(c;’X) sujeito a restri¢do c,’cy = 1 (vetor de comprimento unitario);

e a 2* componente principal ¢ a C.L. que maximiza V(c’ X) sujeito a restricdo
C2’C>=1 e assim sucessivamente.
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RESULTADO 4.1

Seja X a matriz de covariancias associada ao vetor aleatorio X’= [Xi, Xz, ... , Xp] €
que tem os pares de autovalor-autovetor (A1, €1),( Az, €2), ... ,(Ap, €p) ONde A 1= 2> ...
>\p> 0. A i-ésima componente principal é dada por Y; = &’ X, que tem V(Y;) = &’Zei =
Ai e cov(Yi,Yy) = 0 i =k. Se algum A; € igual a outro, na escolha do correspondente
vetor de coeficientes e, Y;jentdo ndo é Unico.

EXERCICIOS

1) Enunciar e demonstrar o resultado sobre “maximizacdo de formas quadraticas
para pontos na esfera unitaria”.
R.: “Seja a matriz B de ordem pxp positiva definida com auto valores A; > A, > ...

> Lp > 0 e com os respectivos autovetores padronizados es, €y, .... , €. ENntdo, o
X Bx . _ X Bx .
max =—— = A1 que € alcangado em X = €1 € 0 min =—— = Ap que € alcangado
0 X X X0 X X
o . X BX
em X = ey, além disso considerando os vetores XL €1, €, .... , 8k 0 max=—— =
X X
Ak+1 alcancado em X = e+, cOMk =1, 2, ..... p—-1".

Prova: Seja P a matriz ortogonal cujas colunas sdo os autovetores ey, €, .... ,
e, de B e A a matriz diagonal dos autovalores de B. Seja, ainda, BY2 = pAY?p

] . . . X BX
e y = P’x com dimensdes compativeis. Entdo, com x # 0 tem-se =—— =
X X

ZlBl/ZBl/ZZ Xl PA1/2P'PA1/2PIZ

X'PP'x X'PP'x y'y Zp)y-z

Agora, fazendo x = ¢; tem-sey=P’e; =[1 0 0 .... 0]’ ¢ substituindo este valor

, e.Ae
em Ay obtém-se =1 =L =),.

y'y €€
De modo semelhante prova-se para 0 menor autovalor A.
Finalmente, comx =Py =yie1 + ... +Yp€p € XL€j, ... , €k tem-se:

O=gix=yg&1+...+Yp€&=Vyi i<k
Consequentemente, para x perpendicular aos primeiros k autovetores e; tem-se

P
XBx_ ZMYi :
= ==K e fazendo yk+1 = 1 € Yie2 = oo =Yy, = 0 alcanga-se 0 maximo
XX $y
i=1 !
em A;.
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2) Prove o resultado 4.1, enunciado anteriormente.

Prova:
Do resultado “maximizacdo de formas quadraticas para pontos na esfera

e;%e,

L. X Bx
unitaria” tem-se que max=—— = A1 € com B = X resulta max =\ =

x20 X X a*0 €€,

V(Y1), pois Y1 =¢; X e V(Y1) = V(e; Xer) = g; Zg1.
De modo semelhante prova-se para 0 menor autovalor A,.

E, do resultado citado tem-se que para x perpendicular aos primeiros k autovetores
. X X
gj tem-se 0 maximo de =—= em M1 k=1, 2, ... p-1 e cOm X = ex+1 tem-se:
XX
€ ze kel = V(Yk+1)

Finalmente, cov(Y;, Yi) =cov(e;x; e, X) =E[(ex-e:n)(e, X - g’kg)’] =g Xe,
E, pré-multiplicando a expresséo da definicdo Xe, = Axe, por e; resulta e;Xe, = €
M€, =0, pois os autovetores sdo perpendiculares.

3) Determine a variancia da componente principal Y; e a covariancia entre Yj e Yi.

, , , L X BX

R.: V(Yi) = V(e X) = e, V(X)ei = e,Z¢ei e ja foi provado que max=—— = M
x*0 X X

alcancado em x = e;. Portanto, substituindo x = e; na expressdo do maximo resulta

em

e, 2ei = Ai = V(Yj), pois e, & = 1, no denominador.

4) Prove que a soma das variancias das v.a’s X; € igual a soma das variancias das
componentes principais Y; e que € igual a soma dos autovalores de ¥ matriz de
covariancia das v.a’s.

R.: Da matriz de covariancia £ tem-se 7= o5 +.... + 6, =tr(Z) e do TDE tem-se

que = = PAP’ = tr(AP’P) = tr(A) = Ay + ... +Ap = V(Y}) = 6/= 0% + ... + G, .

5) Determine o coeficiente de correlagdo entre a componente principal Yje av.a. X.
R.: Seja ¢, =[000..010...0] com 1 na posicdo k, de modo que Xx=¢c, Xe

pré-multiplicando a definicdo Ze = Aig;por c, resulta: ¢ Xe,= c, Ag;. Entao,
como cov(X, Yi) =c, Xe ;= ¢, Aig; = Ai€i tem-se que:
cov(Yi, X)) _ Ay _ eki\/k_i

T NNV fifor o

p(Yi, Xk)

O resultado enunciado e demonstrado no exercicio 4 garante que a variancia total

populacional é igual a soma das variancias das componentes principais.

E,
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consequentemente, a proporcao da variancia total explicada (devido a) pela k-ésima
componente principal é:

Por outro lado, se a maior parte da variancia populacional pode ser atribuida a uma,
duas ou k componentes, entdo estas k componentes podem substituir as p variaveis
originais sem muita perda de informacao.

EXERCICIO:
1 -2 0

Dada a matriz de covarianciaX =| -2 5 0| do vetor aleatério X’= (X3,X2,X3):
0 0 2

a) determine os pares de autovalor-autovetor da matriz de covariancia;
R.: Digite a matriz £ na planilha do STATGRAPHICS e siga o seguinte caminho:
SPECIAL, MULTIVARIATE METHODS, PRINCIPAL COMPONENTS (nao
padronize). O resultado é:

Principal Components Analysis

Component Percent of Cumulative
Number Eigenvalue Variance Percentage
1 5.82843 72.855 72.855
2 2.0 25.000 97.855
3 0.171573 2.145 100.000

Component Component Component
1 2 3
X3 -0.382683 0.0 0.92388
X> 0.92388 0.0 0.382683
X3 0.0 1.0 0.0

b) escreva as componentes principais;
R.: A 12 componente principal é Y, = g'lx =-0.382X; + 0.923X,

c) determine a V(Yy);
R.: V(Y1) =5,82843

d) escreva a matriz C das combinacdes lineares referente as componentes principais;
R:

Ciu Cpp v Gy

Cia Cp - Cyy
oCp =

Cp Cp - Cpp

e) calcule a matriz de covariancias do vetor de componentes principais Y;
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v(Y,) O 0 58843 0 0
R:V(Y)=| 0 V(Y,) 0 |=| o 2 o0
0 0 V(Y,) 0 0 0171573

OBS. Fora da diagonal principal sé&o zeros, pois as componentes sdo nao
correlacionadas.

f) determine a propor¢do da variancia total que cabe a cada uma das componentes
principais;

R.:

Component Percent of Cumulative
Number Variance Percentage
Y1 72.855 72.855
Y2 25.000 97.855
Y3 2.145 100.000

g) qual a proporgdo da variancia total explicada pelas duas primeiras componentes
principais;

R.: 97,855%

h) calcule os coeficientes de correlagédo entre a componente Y; e as v.a’s X; € Xy;

Erivi
R.: p(Yi, Xi) = s

, entdo
G
e A, -
Svs, X = B 0,38268,/5,82843 0,923
o, 1
_euyfA, _ 0,92388,/582843
p(Y1, Xy) = = = 0,997
G, \/g

i) calcule os coeficientes de correlacdo entre a componente Y, e as v.a’s Xg, Xp e X3 ;
R.:0,0, 1.

j) faca alguma concluséo quanto as componentes principais € as v.a’s originais.

R.: As componentes Y e Y, podem substituir as trés variaveis originais com pouca
perda de informacdo. A componente Y, é idéntica a variavel Xs.
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4.1.3 Componentes principais obtidas de v.a’s padronizadas

As componentes principais podem ser obtidas, também, de v.a’s padronizadas,

ou seja, de Zj = Xizhi o 1,2, ... ,p que em notacdo matricial & Z = (VY3 [X - u]
C.

s, 0 0 0
Jo, 0 0
0 .. 0
0 0 Jo,

E claro que E(Z) = 0 e é também facil verificar que VY?pV¥2 = =. As componentes
principais de Z podem ser obtidas dos autovalores e autovetores da matriz de
correlacdo p de X.

onde VV*? é a matriz desvio-padréo da forma V2 =

o O O

RESULTADO 4.2
A i-ésima componente principal das v.a’s padronizadas Z; i =1, 2, ..., p com matriz
de covariancia V(Z) = p é dada por Y; = e’Z e com a soma das variancias de Y;jigual a

p e a correlacdo entre Y; e Zy, p(YiZi) = exi /A, ik=1,2, ..., p, sendo neste caso

que os autovalores e autovetores sdo obtidos da matriz de correlagéo.

Assim, pelo resultado anterior vemos que a propor¢cdo da variancia populacional
(padronizada) devido a k-ésima componente principal é dada por:

) k=12, ..,p.

EXERCICIOS:

1) Prove o resultado 4.2.
R.: Semelhante ao 4.1.

1 4
2) Seja a matriz de covariancia = :[4 100} do vetor aleatorio X’= [X; X3].

a) Determine a matriz de correlagéo do vetor;

1 4
11 110 1 04

o=| 11 110 |-

R _4 100 {0.4 1}
1.10 10.10

b) determine os pares de autovalor-autovetor de Z;
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R.: Principal Components Analysis
Component Percent of Cumulative
Number Eigenvalue Variance Percentage
1 100.161 99.170 99.170
2 0.838647 0.830 100.000
€1 €2
0.0403055 0.999187
0.999187 -0.0403055

c) determine os pares de autovalor-autovetor de p;

R.:
Principal Components Analysis

Component Percent of Cumulative
Number Eigenvalue Variance Percentage

1 1.4 70.000 70.000

2 0.6 30.000 100.000

€1 €2
X1 0.707107 0.707107
X2 0.707107 -0.707107

d) determine as componentes principais, por X;
R.:

e) determine as componentes principais, por p;
R.:

f) determine as variancias das componentes principais, por X e por p;

32

g) determine a proporcdo da variacdo total que cabe p/c/ uma das

componentes principais;

h) calcule os coeficientes de correlacdo entre Yy e X; e X, ;

1) calcule os coeficientes de correlagdo entre Y e Z; e Zy;

5.1.4 Componentes principais a partir da amostra

Suponha que X1, Xz, ..... , Xn S80 n observagdes do vetor aleatorio X p-dimensional com

vetor de médias p e matriz de covariancia X. Estes dados produzem o vetor de médias
amostral X, a matriz de covariancia amostral S e, a matriz de correlacdo amostral R.
Entdo, as componentes principais da amostra sdo determinadas a partir dessas
matrizes e sdo definidas como as combinacdes lineares que maximizam a variancia
amostral. Sendo assim, com S como a matriz de covariancia amostral de ordem pxp
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com os pares de autovalor-autovetor (4,,6,), (4,,6,), ..., (4,.6,) onde 4> 1,> ...

z/’ipz 0, a i-ésima componente principal amostral é dada por

Y i=8X =Xy +Xo+ .. +8iXp 1=12,....,p

A variancia amostral de Y, é dada por %, k =1, 2, ..., p e valem os resultados
provados para a situacdo populacional considerando o contexto amostral.

EXERCICIOS:

1) O censo de 1970 forneceu informacBes sobre 5 variaveis socio-econémicas de
determinada regido. Os dados produziram os seguintes resultados:

[4,32]
14,01
X =195
2,17
| 2,45 |

12 linha - populacgéo (mil)

22 linha - idade escolar média (anos)

32 linha - total de empregados (mil)

42 linha - total de empregados em servicos ligados a satde (100)
52 linha - valor médio de residéncias

4308 1683 1803 2155 0,253
1683 1768 0588 0177 0,176
S=| 1803 058 0801 1065 -0158
2155 0177 1065 1970 -0,357
-0,253 0176 -0158 -0,357 0,504 |

Pergunta-se:

Pode a variagéo total amostral ser sumariada por 1 ou 2 componentes principais?

2) Em um estudo sobre o relacionamento entre comprimento e forma de tartarugas
pintadas, dois cientistas mediram o comprimento da carapaga, largura e altura.
Seus dados, sugerem uma andlise em termos de logaritmos. O objetivo do trabalho
era dar um significado para os conceitos de “tamanho” e “forma”. Foram feitas as
medidas de X; (comprimento), X, (largura) e X3 (altura) em 24 tartarugas machos
e os valores estdo no arquivo tipo STATGRAPHICS denominado apostila. Pede-
se:

a) Transforme as medidas em logaritmos neperianos;
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R.: Para transformar a varidvel compTURTLE em logaritmo base e marque
uma coluna vazia, aperte o botdo da direita do mouse, escolna GENERATE
DATA, va na janela OPERATORS, escolha log(?), preencha o ? com a coluna
compTURTLE. Repita o procedimento para as outras duas variaveis. As trés
variaveis logaritmadas aparecerdo na planilha de dados do STATGRAPHCS.

b) Calcule a matriz de covariancia dos dados transformados;

R.: Aplicando o0 STATGRAPHICS no caminho DESCRIBE, NUMERIC
DATA, MULTIPLE VARIABLE ANALYSIS. O resultado aparecera na
tela covariances. Vocé pode salvar a matriz apertando o botdo do disquete
e marcando para salvar covariances.

0.011072 0.00801914  0.00815965
0.00801914  0.00641673  0.00600527 = 100

0.00815965  0.00600527  0.00677276
11.072 8.019 8.160

3| 8.019 6.417 6.005
8.160 6.005 6.772

()
I

c) Calcule a matriz de correlacdo dos dados transformados;

R.: Siga 0 mesmo caminho do item (b), resultado aparece na tela correlations.
Vocé pode salvar a matriz apertando o botdo do disquete e marcando para
salvar correlation.

1 0.951389 0.94227
R ={0.951389 1 0.910947
0.94227 0.910947 1

d) Calcule os autovalores e autovetores de S;

R.: Vocé pode obté-los das variaveis transformadas ou da propria matriz S que
vocé salvou, da no mesmo. Usando a matriz S siga o caminho: SPECIAL,
MULTIVARIATE METHODS, PRINCIPAL COMPONENTS. Agora, va na
tela SUMMARY ANALYSIS, tecle o botdo da direita do mouse, ANALYSIS
OPTIONS e desmarque STANDARTIZED.

Principal Components Analysis

Component Percent of Cumulative
Number Eigenvalue Variance Percentage
1 0.0233033 96.051 96.051
2 0.000598307 2.466 98.517
3 0.000359836 1.483 100.000

Autovetores (vieram da tela component weights)

Component Component Component
1 2 3
VMAT 1 0.683102 -0.159468 -0.7127
VMAT 2 0.51022 -0.594022 0.621944
VMAT 3 0.522539 0.788485 0.324414
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e) Determine as componentes principais Y1, Yz e Y.
R.: Y1 =0,683InCOMP + 0,510InLARG + 0,522InALT
Y, =-0,159InCOMP -0,594InLARG + 0,622InALT
Y3 =-0,713InCOMP + 0,622InLARG + 0,324InALT

f) Qual a porcentagem da variancia total explicada por cada uma das
componentes principais?

R.: Principal Components Analysis
Component Percent of Cumulative
Number Eigenvalue Variance Percentage
1 0.0233033 96.051 96.051
2 0.000598307 2.466 98.517
3 0.000359836 1.483 100.000

g) Calcule os coeficientes de correlag@o entre as componentes ¢ as v.a’s originais;

v
R.: Basta aplicar a formula p(Y;, Xi) = —>—
(&)

k
e A, 0.683/0,0233

p(Y1, Xq) = =

o, ,/0,011072

As outras correlagfes sdo achadas de modo semelhante.

, entdo

h) Tente interpretar a 12. componente principal.

3) Berce e Wilbaux (1935) coletaram medidas de 5 varidveis meteoroldgicas durante
um periodo de 11 anos. As variaveis sao:

ANO X1 X X3 Xa Xs

1920-21 | 87.9 19.6 1.0 1661 28.37
1921-22 | 89.9 15.2 90.1 968 23.77
1922-23 |153.0 19.7 56.61 1353 26.04
1923-24 1132.1 17.0 91.0 1293 25.74
1924-25 | 88.8 18.3 93.7 1153 26.68
1925-26 |220.9 17.8 106.9 1286 24.29
1926-27 |117.7 17.8 65.5 1104 28.00
1927-28 |109.0 18.3 41.8 1574 28.37
1928-29 |156.1 17.8 57.4 1222 24.96
1929-30 |181.5 16.8 140.6 902 21.66
1930-31 |181.4 17.0 74.3 1150 24.37

a) Estime com base na amostra de tamanho n = 11 observacdes do vetor X o vetor
médio populacional, a matriz de covariancia e a matriz de correlacdo populacional,

b) Calcule os autovetores e os autovalores da matriz de correlagéo R;

c) Escreva as componentes principais com base na matriz de correlagéo R;
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d) Determine a parcela da variacdo total explicada por cada uma das componentes
principais;

e) Calcule os coeficientes de correlagdo entre as componentes principais Yj e as
variaveis originais Xj j=1, ..., 5;

f) Usando a matriz de covariancias S que vocé obteve no item a determine as
componentes principais e determine a propor¢do da variancia total explicada por
elas. Compare com 0 que vocé obteve anteriormente com base em R. Qual a
interpretacdo é mais significativa.

5.2- Andlise Fatorial

5.2.1- Introducao

A Analise Fatorial teve inicio modernamente no principio do século XX com
K. Pearson e C. Spearman, que estudaram as medidas de inteligéncia. A dificuldade
nos célculos impediu um desenvolvimento maior da técnica. O advento dos
computadores altamente velozes trouxe de novo o interesse nos aspectos teoricos e
computacionais da Andlise Fatorial. O objetivo da A.F. é descrever, se possivel, a
estrutura de covariancia dos relacionamentos entre muitas varidveis em termos de
poucas varidveis fundamentais, mas ndo observaveis (latentes), aleatdrias chamadas
FATORES.

Suponha que variaveis possam ser agrupadas por suas correlacGes, isto é,
todas as variaveis dentro de um grupo particular sdo altamente correlacionadas entre
si, mas tém correlagBes relativamente baixas com variaveis de um grupo diferente. E
admissivel que cada grupo de variaveis represente um FATOR, que é responsavel
pelas correlagdes observadas.

Por exemplo:

1) As correlagbes no grupo das notas dos testes de Inglés, Francés, Matematica e
Musica sugerem um FATOR FUNDAMENTAL (ndo observavel diretamente), “a
inteligéncia”.

2) A correlacdo alta entre as variaveis sabor e aroma na avaliacdo de um produto

alimenticio sugere um FATOR FUNDAMENTAL (ndo observavel diretamente), o
“paladar”.

5.2.2- Objetivos da Analise Fatorial

O objetivo da anélise fatorial € agrupar as informagdes contidas em um grande
namero de varidveis originais, em um conjunto menor de fatores com o minimo de
perda de informagdo. Em GONTIO & AGUIRRE (1988) encontram-se descritos 0s
objetivos da andlise fatorial. Sdo eles:
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1. Harmonizar ou condensar um grande numero de observaces em grupos;

2. Obter 0 menor nimero de variaveis a partir do material original e reproduzir
toda a informacéo de forma resumida;

3. Obter os fatores que reproduzam um padrdo separado de relacbes entre as

variaveis;

Interpretar de forma logica o padrao de relagdes entre as variaveis;

5. ldentificar as varidveis apropriadas para uma posterior analise de regresséo e
correlacdo ou analise discriminante.

&

Segundo os mesmos autores, existem certos fatores causais gerais na analise
fatorial que originam as correlagcdes observadas entre as variaveis, sendo assim pode-
se considerar que muitas relacfes entre as variaveis sdo derivadas dos mesmos fatores
causais gerais, e 0 nimero de fatores devera ser menor que o0 nimero de variaveis.

Assim a analise fatorial, por meios de técnicas estatisticas, pode encontra uma
forma resumida das informacdes contida na matriz de dados, transformando as muitas
varidveis originais em um conjunto menor de novas varidveis estatisticas (fatores)
com perda minima de informacdes. Mais especificamente, as técnicas de analise
fatorial atendem um entre dois objetivos:

e Identificar uma estrutura por meio do resumo dos dados: ao analisar as
correlacbes entre as variaveis, torna-se possivel identificar as relacdes
estruturais existente entre essas variaveis. A andlise fatorial, aplicada a um
conjunto de variaveis é utilizada para identificar as dimensfes latentes
(fatores), enquanto a analise fatorial aplicada a uma matriz de correlacdo de
respondentes individuais consiste em um método de agrupamento;

e Reducdo de Dados: por meio da analise fatorial, € possivel identificar as
variaveis representativas de um conjunto maior criando um novo conjunto de
variaveis, muito menor que o original, que poderd substituir sem muito
prejuizo, o conjunto original de variaveis.

Nos dois casos, 0 propdsito é manter a natureza e o carater das variaveis originais,
reduzindo seu numero para simplificar a andlise multivariada a ser aplicada
posteriormente sem comprometer o resultado da analise. PASCHOAL e TAMAYO
(2004) sugerem o uso da técnica de analise fatorial como forma de validacdo de
instrumentos de pesquisa, questionarios ou coletas de dados, possibilitando o
agrupamento dos itens da escala, bem como a identificacdo das variaveis
representativas do conjunto original.

5.2.3- Suposicdes da Analise Fatorial

A verificacdo da suposicdo de Gaussianidade para os dados € necessaria
somente quando um teste estatistico for aplicado para verificar a significancia dos
fatores. Devido ao fato de que a analise fatorial identifica e agrupa conjuntos de
variaveis inter-relacionadas, ha necessidade de que exista um certo grau de
multicolinearidade (uma varidvel pode ser explicada por outra variavel) entre as
variaveis, e a matriz de dados deve apresentar correlacfes ndo-nulas.
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TESTE DE ESFERICIDADE DE BARTLETT

O teste de esfericidade de Bartlett € um dos meios de se verificar a adequacéo
aplicacdo da andlise fatorial aos dados. O teste identifica a presenca de correlacbes
ndo-nulas entre variaveis. Esse teste serve para testar a hipdtese nula de que a matriz
de correlacdo € uma matriz identidade. Se essa hipdtese for rejeitada, entdo a analise
fatorial pode ser aplicada (FERREIRA JUNIOR, 2004). O teste examina a matriz de
correlacdo interna, e fornece a probabilidade estatistica de que a matriz de correlagdes
possui correlacdes estatisticamente significativas entre pelo menos um par de
variaveis, sendo que o teste € mais eficiente em detectar as correlacbes na medida em
gue se aumenta o tamanho da amostra.

A hipdtese de interesse é dada por:

H()ZE = 20: 02|

O teste dessa hipdtese é aplicado com base em uma a.a. de uma distribuigdo normal p-
variada com vetor de médias p e natriz de covariancia . Entao, a estatistica do teste
é:

CRITERIO DE KAISER-MEYER-OLKIN - KMO

O critério de Kaiser-Meyer-Olkin — KMO é outra forma para identificar se o
modelo de anéalise fatorial que esta sendo utilizado esta adequadamente ajustado aos
dados, isto se da testando a consisténcia geral dos dados. O método verifica se a
matriz de correlacdo inversa é proxima da matriz diagonal, consiste em comparar 0s
valores dos coeficientes de correlagdo linear observados com os valores dos
coeficientes de correlacdo parcial. A medida de adequacidade que fundamenta esse
principio é dada pela seguinte expressdo:

em que r; € o coeficiente de correlagdo simples entre as variaveis X, e X, e a; €0
coeficiente de correlagdo parcial entre X; e X ;, dados os outros XS,

Para interpretacdo do critério de KMO, os valores vao variar de 0 a 1, pois, pequenos
valores de KMO indicam que o uso da anélise fatorial ndo é adequada, e quanto mais
proximo de 1, mais adequada € a aplicacédo da analise fatorial nos dados. Assim existe
a seguinte referéncia conforme TABELA adiante.
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TABELA — TABELA DE CRITERIO DE KAISER-MEYER-OLKIN — KMO
Tabela de Critério de Kaiser-Meyer-Olkin —- KMO
Valor Grau da Adequacao da Amostra
>0,90 Otima
de 0,80a0,90 Boa
de 0,70a0,80 Razoéavel
de 0,60 20,70 Baixa
<0,60 Inadequada
FONTE: Adaptado de MINGOTI,S. A. — Andlise de dados através de métodos de
estatistica multivariada.
NOTA: Tabela para interpretacdo do Critério de Kaiser-Meyer-Olkin — KMO.

5.2.4- O Modelo Fatorial Ortogonal

Seja 0 v.a. observavel X, com p componentes, X ~ - (i, ). O modelo fatorial
postula que X é linearmente dependente sobre algumas variaveis aleatérias nédo
observaveis (latentes) Fi, Fy, ... , Fy (M < p) chamadas fatores comuns (m fatores
extraidos dos p existentes) e p fontes de variagdo aditivas €, €, .. , €5, Chamadas erros
ou, algumas vezes, fatores especificos,

Xi-m=/luki+ lpF+ .+ limFn + &1
Xo-mo=VloaFi+ U+ ..+ lomFnte

Xi-wi =LluFi+ lipFot+ .+ limFn g

Os coeficientes /; (entradas da matriz L) sdo chamados de pesos ou carregamentos € ,
especificamente, /;; € o carregamento na i-ésima variavel do j-ésimo fator, tal que a
matriz L € a matriz de carregamentos (pesos) dos fatores. Note que o fator

pxm

especifico ou erro g é associado somente com a i-ésima varidvel original X;. Os
desvios Xi - w1, Xz - M2, ..., Xp - Hp SA0 eXpressos em termos de p+m variaveis
aleatorias: F1, F2 , ... , Fm, €1, &2, ..., & que ndo sdo observaveis. Isto distingue o
modelo fatorial do modelo de regressdo multivariada, cujas variaveis independentes
(cujas posigOes sdo ocupadas por F) podem ser observadas.

Agora vamos assumir que:
E(E)= 0, cov(F)=E(EE)=1In
mx1
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. 0 0

0O ¥, 0 .. O

E€= 0, cov(e)=E(E)=¥=/{0 0 ¥, .. O
px1 pxp

0O 0 O ¥,

e que F e g sdo independentes, assim
cov (eF) =E@EF)= 0 comm=p
pPXp

Com estas suposic¢des o relacionamento construidoem X—u= L F+ ¢ é chamado

oxi pxmmxl g

modelo fatorial ortogonal e pode ser escrito X = pu+ L F+ ¢
L g PXMmx1  px1

MATRIZ DE COVARIANCIA DO VETOR X:

Considerando a matriz:
(X-p) (X-p)’=(LE+¢g) (LE+g)’ =(LE +¢) ((LE) +¢°)
=LF(LE) +&(LF)’ + LFe’ + g€’

a matriz de covarianciade X é :

T =cov (X) =E(X-p) (X-p)y=E[LE(LE)'+ g(LE)’ + LFe* +g¢°]
> = LE(FF’)L’ + E(eF’) L’ + LE(Fe*) + E(gg*)
=LL'+0+0+V¥

Pxp  pxp  pXp  pXp

=L+ vy
Consequentemente tem-se V(Xi) = (2 + 05, +. 402 +w, i=1,2,....,p.
Assim, a matriz de covariancia £ pode ser decomposta em duas partes (matrizes) LL’

e y. A matriz y é chamada de matriz de variancias especificas; € uma matriz diagonal
possuindo na diagonal principal as “variancias especificas” . das variaveis originais.

J& a matriz produto LL> tem na diagonal principal as comunalidades h’=
2 i=1,2,,p (j=1,2,...,m).

A covariancia entre o vetor das variaveis originais X e o vetor dos fatores F é:

cov (X, F) = E[(X - w(E - 0] = E[(X - WF’] = E[(u + LE + 5 - F’]
= E[(LF + 9)F’] = LE(EF") + E(eF") = LIn + 0= L

cov(Xi, X)) = Litlr+ Liolia+ ... ¥ Limlkm
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cov(Xi, Fj) = /i

COMUNALIDADES E VARIANCIAS ESPECIFICAS :

A porcéo da variancia da i-ésima varidvel aleatoria X; advinda como contribui¢do dos
m fatores comuns (extraidos) é chamada de COMUNALIDADE e a porcéo da V(X;) =

oii = o2 oriunda do fator especifico é a VARIANCIA ESPECIFICA. Assim, tem-se:

V(X)) = Vi + LisFo+ £igFot. 4 LimFmtei] =
=V(wi)+ 2V (F) + 2NV (F)+. +ENV(F ) +V(g) =0+ 07 -1+ 02, -1k +02 -1+,

V(Xi) = L2+0% +.+ 00 + i

variancia-especifica

comunalidale

VX)) = h>+¥, i=1,2 ..,p com h*=/¢i+¢5+.+¢% sendo a soma de
quadrados dos carregamentos na i-ésima variavel dos m fatores comuns (extraidos).

5.2.5- Estimacao

Dadas as observacdes Xi, X2, ... , Xn de p varidveis geralmente correlacionadas a
Anélise Fatorial procura responder a pergunta:

“Representara o modelo fatorial os dados adequadamente, com um nimero m < p
(baixo) de fatores?”

A matriz de covariancia amostral S é um estimador da matriz de covariancias
populacional desconhecida X. Se os elementos fora da diagonal de S sdo baixos ou
equivalentemente na matriz de correlacdo amostral R eles s&o praticamente nulos as
variaveis ndo sdo relacionadas e a Analise Fatorial ndo € Gtil. Por outro lado quando X
é significativamente diferente de uma matriz diagonal, entdo o modelo fatorial pode
ser usado e o problema inicial é o de estimar os carregamentos (pesos) /jj e as
variancias especificas i, . Vamos considerar no nosso estudo a estimagao pelo Método
das Componentes Principais. Seja £ a matriz de covariancias de X, entdo, dado que

seja positiva definida, podemos decompd-la na forma abaixo, segundo a
decomposicéo espectral:

=488 +/12§2§2+----+/1p§p§p

_\/Zgzl_
Y =lVAeie, \4e,] Vae; =LL' sem=p,entdo, ;=0 VY,

pxp

R

Assim, se ¥ = LL’ + y tem-se py , = ,0, no ajuste do modelo fatorial. Exceto pelo
escalar | ; » 0s carregamentos no J-ésimo fator sdo os coeficientes populacionais na

j-ésima componente principal. Embora a representacdo de ¥ = LL” + 0 = LL’ seja
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exata, ela ndo é particularmente util, pois tem muitos fatores comuns. E preferivel um
modelo que explique a estrutura de covariancia em termos de poucos fatores comuns.
Uma aproximacao, quando p - m autovalores sdo baixos, € negligenciar a contribuigédo
de Am+1Em+1€ m+1 + Am+2€m+2€'me2 + ... + Ap€p€’p para X na decomposicao espectral.
Assim, tem-se:

Jhet
Sy e eynfine,] 42821 = LI’  de ordem pxp
N

Esta representacdo aproximada assume que os fatores especificos £ sdo de menor
importancia e podem, também, ser ignorados na fatorizagdo de X. Se os fatores
especificos g sdo incluidos no modelo, suas variancias séo os elementos da diagonal

m
da matriz diferenca X - LL’ e conseqiientemente y = cj; - Zéﬁ parai=12,....,p.
j=1

Para aplicar esta abordagem aos dados amostrais xi, X2 ... , Xn € usual, primeiro,
centrar as observacdes subtraindo a média amostral X. As observagdes centradas so:

Xij—Xl

_ Xo: — X
xi-x1=| "2 "% j=123,..,n

Xpj = Xp

Pode-se, também, trabalhar com as variaveis padronizadas,

Xij —Xl

cuja matriz de correlacdo amostral é a matriz de correlagdo R das observacdes
originais Xi, Xz, ... ,Xn. A representacdo X ~ LL’ + y, quando se usa a matriz de
covariancia S ou, entdo, a matriz de correlacdo R, é conhecida como Solucdo Por
Componentes Principais.
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RESUMO DA SOLUCAO POR COMPONENTES PRINCIPAIS PARA O
MODELO FATORIAL

A Analise Fatorial por Componentes Principais da matriz de covariancia S é
especificada em termos de seus pares de autovalor/autovetor (A1, €1),( A2, €2), ... ,(Ap,
€p) onde A1 > Ap > ... 2 A, > 0. Seja m < p o numero de fatores comuns extraidos. A

matriz dos carregamentos estimados /;j € dada por:

= [V, Vise, . Vine. ]

As variancias especificas estimadas sdo dadas pelos elementos da matriz ¥ =S - LL’,

gy 0 .. 0
.oy ) m
§= 2 com gy =Sii- .15
&
0 0 . ¥,

As comunalidades séo estimadas por:
h Izzﬁi +f§i +...+f$ni

E, para determinar o nimero m de fatores comuns, o indicado € basear-se na
proporcédo da variancia amostral devido a cada fator, que é:

A

Aj

k para a analise feita a partir de S
4
p

para andlise feita a partir de R

Considerando a solucéo por componentes principais partindo-se da matriz S ou R que
fornece os pares de autovalores/autovetores (4, &), (4,, &,), ... .(4,, &,) onde 2, >

Jp > ... > A,> 0 tem-se a matriz de carregamentos (pesos, loads)

Vié,, \/I 2.,
B R N B N
Vg, Vit o g

&

p

2 0
- - A - ree ’ A 0 l/’)z A M "2
e a matriz de variancias especificas é: ¥ = com ;= Sii - Zéij
pxp . e e -
j=1
0 0 7,

m
e onde as comunalidades estimadas sdo h?= 0% + /%, +...+¢% => 0% e podemos
j=1

interpretar estes resultados como:
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e acontribuicdo do 1°. fator p/ a variancia s% = s;jdav.a. i é 72

m
. acontribuicdo do 1°. fator p/ a variancia total si1+sy,+ ... +Spp = tr(S) € > 7%
i=1

EXERCICIOS:

p ~ ~
1) Prove ou disprove que Y ¢% = 4,
i=1
2) Expresse a proporc¢édo da variancia amostral devida ao i-ésimo fator em funcgéo dos
carregamentos (pesos) e das variancias das variaveis originais.

3) Em uma pesquisa sobre preferéncia do consumidor, uma a.a. de consumidores foi
tomada e perguntou-se sobre os diversos atributos de um novo produto. As
respostas, em notas numa escala até 7 pontos, foram tabuladas e a matriz de
correlacdo R construida. As notas se referem a: sabor, preco, aroma, refeicdo rapida
e se 0 sanduiche é nutritivo nesta ordem.

1.00 0.02 0.9 042 0.01
0.02 1.00 0.13 0.71 0.8
R=09 0.13 1.00 0.50 0.11
042 0.71 050 1.00 0.79
0.01 085 011 0.79 1.00

a) Vocé distinguiria alguns grupos na matriz?

b) Calcule os autovalores e autovetores de R;

c) Especifique o nimero de fatores comuns na Analise Fatorial;

d) Estime a matriz dos carregamentos L;

e) Estime as comunalidades;

f) Estime as variancias especificas;

g) Monte uma tabela com os carregamentos estimados dos fatores, comunalidades e
variancias especificas. Interprete os fatores.

5.2.6- Rotacgao dos Fatores

Os carregamentos obtidos mediante uma derivagdo dos carregamentos
iniciais, mediante uma transformagdo ortogonal tém a mesma habilidade para
reproduzir a matriz de covariancia ou de correlagdo. Da &lgebra matricial, nos
sabemos que uma transformacdo ortogonal corresponde a uma rotagdo rigida dos

eixos coordenados. Se L é a matriz estimada dos carregamentos dos fatores, entao:

L*= L T,onde TT’=T'T =1, T ortogonal,

€ a matriz dos carregamentos “rotacionados”. Além disso, a matriz de covariancia (ou
de correlagdo) permanece intacta, pois:
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A

Cl+¥=[TTL+¥ =L*[*+ V¥

e também a matriz dos residuos

A A

S-LL-¥=S-L*[*-y

permanece intacta e, ainda, as variancias especificas v ; e as comunalidades h;? ndo se

alteram. Portanto, do ponto de vista matematico, ndo é importante se L ou L * ¢
definida. As vezes ndo é facil interpretar os carregamentos originais e, entdo, é usual
fazer uma rotagdo dos carregamentos até que uma “estrutura simples” seja alcangada.
Idealmente, nds gostariamos de ter uma estrutura de cargas tal que cada variavel tenha
um alto peso em um unico fator determinado e baixos ou moderados pesos nos demais
fatores. Nao é sempre possivel obter esta estrutura simples, embora a rotacdo forneca
uma estrutura proxima da ideal. Uma medida analitica da estrutura simples é o

conhecido critério VARIMAX, que define & =&;/h, como sendo os coeficientes
escalonados pela raiz quadrada das comunalidades. O critério seleciona a

m p p
transformagéo ortogonal T que faz V = iz Yert-0lgh p} tdo grande
i=1

ij
i=1] it

quanto possivel. Escalonar os coeficientes rotacionados éi}“ tem o efeito de dar as

variaveis com pequenas comunalidades maior peso na determinacdo da estrutura
simples. Apo6s a transformacéo T ser determinada, 0s pesos éi’; sdo multiplicados por

h, tal que as comunalidades originais sejam preservadas.

Quando m = 2, ou se considerarmos dois fatores comuns de uma vez, a
transformacdo para uma estrutura simples pode frequentemente ser determinada
graficamente. Um grafico dos pares de carregamentos (é,,6,) i =1, 2, ..., p

produzem p pontos, um para cada variavel. Entdo os eixos podem ser rotacionados de
um angulo &, e os novos carregamentos obtidos €; sdo determinados: ,L *, =

0 L 5T,

cosp seng

A matriz T é neste caso, T = { } com rotacdo no sentido horério.

—Seng COSg

EXERCICIOS:
4) Faga uma rotacdo dos fatores, para os dados do exercicio 3.

5) Dados sobre os valores de agdes consistem de n = 100 taxas semanais de p = 5
acOes. As acOes pertencem as empresas: Allied Chemical, Du Pont, Union Carbide,
Exxon e Texaco. A matriz R é dada adiante e os dados estdo na tabela T8.3.
Obtenha os autovalores e autovetores de R. Sabendo, especificamente, que 0s
carregamentos (pesos) estimados s@o os coeficientes das componentes principais
amostrais multiplicados pela raiz quadrada dos autovalores correspondentes calcule
os carregamentos estimados dos fatores e as variancias especificas. Monte uma
tabela com os resultados, inclusive propor¢do da variancia amostral (padronizada)
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explicada por cada fator para as solucdes com m = 1 e m = 2 fatores. Procure
interpretar os resultados da Anélise Fatorial.

(1000 0577 0509 0387 0462]
1000 0599 0389 0322
R = 1000 0436 0426
1000 0523
1000

6) Faca uma rotacdo nos fatores do problema 5 e construa o quadro completo da
Anélise Fatorial.

5.2.7- Escores Fatoriais

Na Andlise Fatorial, o interesse usual esta nos parametros do modelo
fatorial. Contudo, os valores estimados dos fatores comuns, também chamados
escores fatoriais, podem ser necessarios. Estas quantidades sdo freqlientemente
usadas para diagnosticar propostas da mesma forma que a analise anterior. Escores
fatoriais ndo séo estimativas de pardmetros desconhecidos no sentido usual. Mas, na
verdade, eles sdo estimativas de valores ndo observaveis dos vetores de fatores

aleatérios Fj, j = 1,2, ... , m. Isto é, escore fatorial f & a estimativa do valor fj

assumido por F; A estimacdo é complicada pelo fato de que as quantidades fj e g;
superam em numero os valores observados x;. Para superar essa dificuldade séo
usadas aproximacdes para estimar os valores fatoriais. Existem, basicamente, dois
métodos que tém dois elementos em comum:

1. Eles tratam os carregamentos estimados Eij e as variancias especificas \y; como se
eles fossem os verdadeiros valores;

2. Eles envolvem transformacgdes dos dados originais, padronizados. Tipicamente, 0s
carregamentos rotacionados s@o melhores do que os carregamentos originais para
se calcular os escores fatoriais.

5.2.7.1 Método dos Minimos Quadrados

Supondo, de inicio, que o vetor médio u, a matriz de carregamentos L e a
matriz de variancias especificas y sejam conhecidos no modelo X - u = LF + g, entdo

a soma dos quadrados dos erros, ponderados pelos reciprocos das suas variancias, €:
2

p
Zgg/_ =g'ye = (X-p-LF) y'((X-pn-LF),
i=1 i
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Bartlett propds escolher os estimadores f de f que minimizam a expressao anterior,

resultando nas estimativas dos pardmetros populacionais pelo Método da Maxima
Verossimilhanga, no estimador:

jj:(E’wﬁ)fltw(Zj_g) j=1,2,...,n

ou se a anélise é feita a partir da matriz de correlagcdo R
f = (Iiz (l\[;ll:z)_ll:z Wz Zj J = 1!2! e

Mas, quando se usa Componentes Principais para estimar os carregamentos é costume
estimar os escores fatoriais usando os Minimos Quadrados Ordinarios. Desta forma,
as variancias especificas y j sdo consideradas como iguais ou como aproximadamente

iguais e 0s escores S&o:

f =L 0y Lo X) j=1,23, .0

—1

ou se a analise ¢ feita a partir da matriz de correlagdo R

£, = (L, L)Lz, j=1.2,....n

EXERCICIOS:

7) Em uma Analise Fatorial obteve-se a matriz de carregamentos rotacionados obtidos
por Maxima Verossimilhanca e a matriz das variancias especificas correspondente.
Tem-se também a matriz de carregamentos e matriz das variancias especificas
obtidas por Componentes Principais. Tem-se, ainda, um vetor de dados (que
corresponde a taxas semanais de retorno de investimentos em 5 companhias do
setor quimico (trés primeiras variaveis) e setor petrolifero (duas ultimas variaveis))
e o vetor médio para 100 semanas observadas. Obtenha os escores fatoriais
correspondentes aos fatores 1 e 2 para a 50* semana (vetor de dados apresentado).
Repita o processo com os dados padronizados e para a observacdo indicada por z
abaixo.

[0.783 —0.217 ] 034 0 0 0 0
0.773 —0.458 0 019 0 0 0
L=1]079%4 -0234| ¥=| 0 0 031 0 0
0.713  0.412 0 0 027 0
0712 0524 | |0 0 0 0 022

[0.601 0.377]] 050 0 0 0 0]

0.850 0.164 0 025 0 0 0

TaxasLl, = |0.643 0335 ¥,=| 0 0 047 0 O

0.365 0.507 0 0 0 061 0

10.208 0.883 0 0 0 0 018
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[ 0.068965 0.014663 0.016360 0.038135 0.063829]
[0.0054 0.0048 0.0057 0.0063 0.0037]

X’
X.

2’ =[0.50 -1.40 -0.20 -0.70 1.40]
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5.3. Analise de Correlagdo Candnica

5.3.1. Introducéo

A Andlise de Correlacdo Canénica ¢ uma técnica estatistica que trata da
identificagdo e quantificacdo da associacdo entre dois grupos de variaveis.

Basicamente, o objetivo dessa técnica é determinar as combinacdes lineares ¢, x e
g'zy tais que tenham a maior correlacdo possivel. Tais correlagdes podem dar

discernimento sobre o relacionamento entre os dois conjuntos de variaveis.

A idéia ¢ determinar primeiro o par de c.I’s que tenha maior correlagdo. Em
sequida, determina-se o0 par de c.I’s, seguinte, que tenha maior correlag¢ao, escolhido
entre todos os pares ndo correlacionados com o primeiro par ja selecionado. E assim
sucessivamente. Os pares de c.I’s sd0 chamados de variaveis canonicas e suas
correlacdes sdo as correlacfes canbnicas. Pode-se entender a Analise de Correlacdo
Canonica como uma extensdo da Analise de Regressdo Multipla. Na Anélise de
Regressdo Multipla as varidveis formam o conjunto das covaridveis x com p -1
variaveis e o conjunto da variavel resposta y com uma Unica variavel. A solucdo do
problema de regressdo mdaltipla trata de achar a c.l. 3°x que é altamente correlacionada
com y. J& na Analise de Correlacdo Candnica o conjunto y contém p > 1 variaveis e

procura-se 0s vetores c; e C, para 0s quais a correlagao entre (_:'1 X e g'z y € maxima. Se

X € interpretado como o causador de y, entdo g'1>_< pode ser chamado o melhor
preditor e g'z y 0 mais provavel critério. As correlagdes candnicas medem a forca da

associacdo entre os dois conjuntos de variaveis. O aspecto de maximizacdo da técnica
representa uma tentativa de concentrar um relacionamento dimensionalmente alto
entre dois conjuntos de variaveis em uns poucos pares de variaveis canénicas.

EXEMPLO

Suponha o vetor de varidveis x que corresponde a resultados de técnicas
administrativas e o conjunto de varidveis y que correspondem a medidas de variaveis
de qualidade. Alguém pode estar interessado em saber se o0 conjunto de técnicas
administrativas € altamente relacionado com o conjunto das variaveis de qualidade e
também predizer os resultados de um dos conjuntos em funcdo do outro. A Andlise de
Correlacdo Candnica ajuda neste sentido.

5.3.2. Variaveis Canénicas e Correla¢Ges Canénicas

Seja um vetor aleatério p-dimensional X; e outro vetor aleatério X, g-
dimensional p < g. Suponha que X; e X, tenham médias w; e p, e matrizes de
covariancia Xy e 2, entdo:

V(X1) = E{(X1 - w) (X1 - )’ }= 24

V(X2) = E{(X2- wo)(X2 - o)’ }= 22
cov(X1,X5) = E{(X1- 1) (X2 - w)’}= 3., = =,, (Matriz de covariancia cruzada)
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EXERCICIOS

1) Seja X; de dimensdo p =2 e X, de dimensdo q = 3 escreva a expressao da matriz
de correlacdo cruzada entre estes vetores.

2) Considere os dois vetores do exercicio anterior conjuntamente, ou seja, formando
um Unico vetor de dimensédo p + g = 5. Determine:

a) aesperanca do vetor conjunto;
b) a variancia do vetor conjunto ;

3) Repita o exercicio anterior considerando as dimensdes p e g para 0s vetores.

4) Seja U=c,x eV =c,y cl’s dos vetores aleatorios x e y. Determine a correlagio
entreUe V.

Vocé deve ter observado que a correlacdo entre U e V depende dos coeficientes c; e ¢,
, entdo quais os valores desses coeficientes que maximizam p(U,V)? A resposta é
maximizar ¢, >’1oC, com a restrigéo de ¢, >1C1 = C, >2C> = 1 para que a correla¢do nédo
dependa da escala de c; e c;. Entdo definiremos como primeiro par de varidveis
candnicas o par de c.I’s Uy e Vi que tendo varidncias unitarias maximizardo a
correlagdo p(U,V); o segundo par seria obtido da mesma forma entre todas as escolhas
ndo correlacionados com a primeira escolha e assim sucessivamente. Entdo, desta
forma é enunciado o resultado seguinte:

RESULTADO 5.3.1

Sejam os vetores X e Y de dimensdo p e q e com matrizes de covariancias 2; € 2
respectivamente e covariancia cruzada >3, e ainda as c.I’sU=¢, X e V =¢, Y. Entdo

a maxima corr(U,V) ¢ alcangada em corr(U,V) = p; com¢;=e ¥ *? ec,= f 3,7,
onde e; €& o0 autovetor correspondente ao maior autovalor pIz de

¥, V2503t XY M2 que tem p autovalores pi*? > pp*? > ... >py*” @ p autovetores g
i = 12, ..p e f; é o autovetor correspondente ao maior autovalor de
MYy Y, 52 que tem q autovetores f; correspondentes aos autovalores p;*?
> po*2 > . >pg*

EXERCICIOS

1) Escreva as expressdes do primeiro e do k-ésimo par de variaveis candnicas de
acordo com o resultado anterior.

2) Qual o valor de V(Uy) , V(Vi) , corr(U,U,) k = ¢, corr(U,V,) k = [ e
COfT(Vk,V|) k= 1??
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EXERCICIOS

1) Seja Zi’ = [Z11 Zx] e Z2° = [Z12 Zy,] vetores aleatérios formados com v.a’s
padronizadas e seja Z o vetor composto pelos dois anteriores tendo matriz de
1 04 05 06

. 04 1 03 04 . .
covariancia p = V(2) = 05 03 1 02| faca uma anélise de correlacdo

06 04 02 1
candnica.

SOLUCAO:
e primeiro par de variaveis canbnicas é: U; =0,856 Z;; + 0,277Z
V1=0,545 Z1, + 0,737Z5>

e A correlacdo entre as variaveis candnicas do 1% par é: p,= \//1_1 = ,/0,5458 =0,74

indicando uma forte associacdo entre os dois conjuntos de variaveis, note que o
primeiro par € sempre 0 mais importante;

e A correlacdo entre as variaveis candnicas do 2% par é: p,= 14, = 4/0,0009 =0,03
indicando uma fraca associagdo entre 0s dois conjuntos de variaveis;

e As correlacdes entre as variaveis originais do primeiro conjunto, Z;’ = [Z11 Z21]
com a variavel canénica U; sdo [0,97 0,62] e as correlacdes entre as variaveis
originais do segundo conjunto, Z,’ = [Z1» Z2;] com a segunda variavel canonica
sdo [0,69 0,85]. Isto indica que as variaveis Z;; e Zy, sd0 mais importantes do que
as outras. Da mesma forma pode-se ter as correlacBes de U; com as variaveis de Z;
que sao: [0,51 0,63] e de V1 com Z; que sdo: [0,71 0,46].

e | possivel ainda afirmar que: “se Z,” = [Z»1 Z»2] € interpretado como o causador
de Z;’ = [Z11 Z»1], entdo V; pode ser interpretado como o melhor preditor e U; 0
mais provavel critério.

5.3.3. Escores e Predicdo

As varidveis canénicas sdo em geral artificiais. Isto &, ndo tém significado
fisico. Mas estas variaveis podem ser “identificadas” em termos das suas variaveis
principais. Esta identificagdo pode ser feita por meio da correlagdo entre as variaveis
originais e as variaveis candnicas. Contudo esta interpretacdo deve ser feita com
cautela.

O uso da correlagdo candnica para predicéo é feito do seguinte modo: sejam 0s
coeficientes a; e b; das variaveis canonicas, ou seja, 0s vetores de correlacdo candnica,
entdo os vetores de dimensdo n a; X; e by X, denotam os escores dos n individuos
(dimens&o de cada um dos vetores) nas i-ésimas variaveis canonicas, U; = ai X1 e Vi
= bi X. Entdo o preditor de U; dado V; é dado por

o1



52

Uji: /5; (Vji _gzl)"'t_)'izz para Umj = 112’ ey

eonde X, == x; i=1,2
j=1

S|

EXERCICIOS

2) Calcule as correlagGes entre o primeiro par de variaveis candnicas e suas variaveis
componentes para a situagéo do exercicio anterior.

3) Suponha 5 variaveis: X; e X, que correspondem a notas de prova sem consulta e
Y1, Yz € Y3 que correspondem a notas de prova com consulta. Um problema que
pode surgir aqui € o0 interesse em saber “qudo altamente correlacionadas estdo as
habilidades dos estudantes examinados sem consulta com as habilidades dos
estudantes examinados com consulta”. Por outro lado, alguém pode usar 0s
resultados da prova com consulta para predizer os resultados da prova sem
consulta.

Solucéo: U; = 0,0260x; + 0,0518x, e V= 0,0824y; + 0,0081y, + 0,0035y5

As correlagdes canonicas sdo: p,=0,6630e p,=0,0412
Os vetores meédios sdo: [38,9545 50,5909] e  [50,6023 46,6818

42,3068]

] 38,95

V= 0,630[0,0260; + 0,0518x, — [0,0260 0,0518]| _'_ |+ [0,0824 0,0081
50,6

0,0035] | 46,68 | = 2,2905 + 0,0172x; + 0,0343x,
42,31

De modo que se prevéem os valores de Y dado os valores de X.

6- DISCRIMINACAO, CLASSIFICACAO e RECONHECIMENTO
de PADROES

6.1.Introducéao

A técnica multivariada conhecida como “Andlise Discriminante” trata dos
problemas relacionados com SEPARAR conjuntos distintos de objetos (ou
observacbes) e FIXAR (alocar) novos objetos (observagdes) em conjuntos
previamente definidos. A analise discriminante quando empregada como
procedimento de classificacdo ndo é uma técnica exploratéria, uma vez que ela
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conduz a regras bem definidas, as quais podem ser utilizadas para classificacdo de
outros objetos.

As técnicas estatisticas de discriminacdo e classificacdo estdo incorporadas
num contexto mais amplo, que € o do Reconhecimento de Padrdes. Participa junto
com técnicas de programacdo matematica e redes neurais na formacgéo do conjunto de
procedimentos usados no reconhecimento e classificacdo de objetos e individuos. Mas
0 que vem a ser Reconhecimento de Padrdes? Vamos citar alguns exemplos de
maquinas inteligentes:

e Missil que escolhe por onde entrar em um abrigo (Guerra do Golfo);
e Carro que se desloca sozinho em um campus universitario;

e Carro que estaciona sozinho (ja existe no mercado japonés);

e Maquina que classifica tabuas de madeira pela sua tonalidade de cor;

e Programa que identifica se uma pessoa com ictericia estd com cancer ou colédoco
entupito;

e etc.

Estes exemplos refletem o emprego da chamada inteligéncia artificial que
consiste, entre outras, de aplicacdes de técnicas de reconhecimento de padrdes usando
tecnologia adequada como a camara de televisdo para visdo e um processador
eletrénico como cérebro.

Historicamente as principais abordagens de Reconhecimento de Padrdes eram:
a abordagem estatistica e a abordagem sintatica (estrutural). Surgiram e ganharam
bastante espaco a tecnologia de Redes Neurais e, também, a de métodos de
Programacdo Matematica. Existem trés questdes importantes em Reconhecimento de
Padroes:

e Sdo estas técnicas adequadas ou mesmo aplicaveis para resolver problemas de
reconhecimento e classificacdo?

e E possivel desenvolver ou modificar modelos Gteis para determinados problemas,
determinando os parametros do modelo?

e Existem algoritmos que podem ser aplicados e que sdo computacionalmente
praticos nos procedimentos de solucdo do problema?

O Reconhecimento de Padrdes esta relacionado com as seguintes areas:
Processamento de sinais (equipamento bio-médico e outros);
Reconhecimento de caracteres (manual ou néo);

Reconhecimento de faces;
Identificacdo de impressOes digitais;

Anadlise de sinais eletrocardiograficos;

© ok~ w0 D

Diagndstico médico preliminar;
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7. Teoria da estimagéo e otimizacgéo;
8. Teoria da automacao;

9. Conjuntos nebulosos (fuzzy);

10. Linguagens formais (computador);

11. Problemas de classificacéo.

Os objetivos imediatos da técnica quando usada para DISCRIMINAR e
CLASSIFICAR sao, respectivamente, 0s seguintes:

1. Descrever algebricamente ou graficamente as caracteristicas diferenciais dos
objetos (observacBes) de varias populacGes conhecidas, no sentido de achar
“discriminantes” cujos valores numéricos sejam tais que as populacdes possam ser
separadas tanto quanto possivel.

2. Grupar os objetos (observacdes) dentro de duas ou mais classes determinadas.
Tenta-se encontrar uma regra que possa ser usada na alocacdo 6tima de um novo
objeto (observacdo) nas classes consideradas.

Uma funcdo que separa pode servir como alocadora e da mesma forma uma
regra alocadora pode sugerir um procedimento discriminatério. Na pratica, 0s
objetivos 1 e 2, freqlientemente, sobrepdem-se e a distingdo entre SEPARACAO e
ALOCACAO torna-se confusa.

A terminologia de “discriminar” e “classificar” foi introduzida por R. A. Fisher [ref. 1
] no primeiro tratamento moderno dos problemas de separacao.

No reconhecimento de padrdes o problema basico é “dado o vetor de medidas
m; deseja-se um método para inverter 0 mapeamento nas relacdes g e m, identificando
a classe geradora das medidas”.

ESPACO DE CLASSES |ESPACO DE PADROES ESPACO DE MEDIDAS
C P M

macds W, » Py, P P
granadasW, gw) »Ps, ;2>< >
laranjas W3 »P3 \=‘rn3

[\

As magas séo diferentes no tamanho, peso e forma;

O mesmo vale para as classes W, e W3;

Algumas realizagdes de granadas e magés séo similares (P e P2) nos atributos;
A distingdo entre as classes seré feita em fungéo das variaveis, p.ex. o peso €
fundamental para diferenciar maca de granada de mao.
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6.2 Problema geral de reconhecimento e classificagéo

6.2.1. Introducao

EXEMPLO

Considere dois grupos em uma cidade: proprietarios de certo equipamento e nao
proprietéarios desse equipamento. A fim de identificar o melhor tipo de campanha de
vendas, o fabricante do equipamento estd interessado em classificar familias como
futuras compradoras do equipamento ou ndo, com base em X; = renda e X; = tamanho
do lote de moradia. Amostras aleatérias de n; = 12 proprietarios © e n, = 12 néo
proprietarios O produziram o diagrama de dispersdo abaixo:

Observa-se que:

1) Proprietarios tendem a ter maiores rendas e maiores lotes;
2) Renda parece discriminar melhor do que area do lote;

3) Existe mistura entre 0s grupos.

Dado que existe mistura e consequientemente classificacdes erradas, a idéia é
criar uma regra (regides R; e R;) que minimize a chance de fazer esta mistura. Um
bom procedimento resultard em pouca mistura de elementos grupais. Pode ocorrer que
de uma classe ou populagéo exista maior probabilidade de ocorréncia do que de outra
classe. Por exemplo, existe uma tendéncia de serem financiaveis empresas solidas e
ndo empresas em situacdo pre-falimentar. Uma regra de classificacdo 6tima deve levar
em conta as probabilidades de ocorréncia a priori. Outro aspecto da classificagdo é o
custo. Suponha que classificar um item em IT; quando na verdade ele pertence a I,
represente um erro mais sério do que classifica-lo em I, quando ele pertence a IT;.
Entdo, deve-se levar isto em conta.
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Seja f1(x) e fa(x) as f.d.p’s associadas com o vetor aleatorio X de dimensdo p
das populacOes IT; e Iy, respectivamente. Um objeto, com as medidas x, deve ser

reconhecido como de IT; ou de IT,. Seja 0 espago amostral, isto €, o conjunto de
todas as possiveis observacfes x. Seja Ry 0 conjunto de valores x para 0s quais nés

classificamos o0 objeto como de IT; e R, = Q - R; 0s remanescentes valores x para 0s

quais nos classificamos os objetos como IT,. Os conjuntos R; e R, sdo mutuamente
exclusivos. Para p = 2, podemos ter a figura:

B
[

Q=R,u R,

0
R,

\\\N

6.2.2. Regides de classificacdo para duas populacdes

A probabilidade condicional de reconhecer um objeto como de I, quando na verdade

ele é de Ty é: P(2fl) = P(X eR,|IT;) = jRZ:Q_Rl f,(x)d x

Da mesma forma: P(12) = P(X eR;|I1,) = IR f,(x)d x

P(2|1) representa o volume formado pela f.d.p. f1(x) na regido R, e sendo p = 1 (caso

univariado) tem-se:
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P(R) = sz(x)dx
' P = J 1, (x)dx

fi(x) f,(x)
T

_

Classificado como 71 Classificado como 72

Ry R;

Seja p;1 a probabilidade a priori de I'; e p, a probabilidade a priori de I, onde
p: + p2 = 1. As probabilidades de reconhecer corretamente ou incorretamente séo
dadas por:
P(rec. corr. como ITy) = P( )~( e IT; e é rec. corr. como IT;)
=P((X e Ry|[Ty)P(ITy) = P(1[1)p,
P(rec. incorr. como IT;) = P()~( e I, e € rec. incorr. como IT;)
=P((X e Ry|[To)P(IT2) = P(1[2)p2
P(rec. corr. como Iy) = P()~( e I, e é rec. corr. como ITy)
=P((X € Ra| [T5)P(IT2) = P(2|2)p2
P(rec. incorr. como I1,) = P()~( e ITj e é rec. incorr. como ITy)
=P((X & Ra| [T1)P(ITy) = P(21)ps

Regras de reconhecimento sdo frequentemente avaliadas em termos de suas
probabilidades de reconhecimento errado. Assim, é comum construir a matriz que
segue.

6.2.3. Matriz do Custo de Reconhecimento (classif.) Errado e ECM

Reconhecido como
I Il
Populacdo verdadeira Iy 0 c(2[1)
IT, c(1)2) 0

Para qualquer regra a média ou o custo esperado de reconhecimento (classifica¢do)
errado é dado pela soma dos produtos dos elementos fora da diagonal principal pelas
respectivas probabilidades:
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ECM = c(2]1)p(2|1)p:1 + c(1]2)p(1]2)p2

Uma regra razoavel de reconhecimento deve ter ECM muito baixa, tanto quanto
possivel.

Resultado 1:
As regides R; e R, que minimizam o ECM séo definidas pelos valores de x tal que
valem as desigualdades:
- fl()f) 2|:C(:|_| 2)}{&}
f(0)  [e(2[D)] [ pl
Razao das | . Razao dos Razao das
densidades | | custos probabilid ades a priori

RO Teq 2)} [p}
R,: < | —=
f,() [c2|)] [ pL
Razaodas | [Razaodos Razao das
< .
densidades | custos probabilid ades a priori

Prova:
ECM = c(2L)P(2[L)p, + c(U2)P(12)p,

ECM =c(2)p, | f,(x)d x+c(l2)p, [ F,(x)d X
R, R,

e como Q =R; U R, tem-se:

1= [fi(9d x= [00dx+ [t x
Q R, R,

podemos escrever:

ECM = c(2l) p{l— [f1(xd §]+ cR)p; [ 2 (x)d x

R R
e das propriedades de integral (volume).

ECM = [[c(12)p, f,(x) (20 p, f x)]d x+c(2f1) p,

Ry
e Como pz, P2, €(1]2), e ¢(2|1) sdo ndo-negativos, e ainda fi(x) e fa(x) também sdo

ndo-negativos e sdo as unicas quantidades de ECM que dependem de x. Assim ECM

é minimizado se R; inclui esses valores x tal que [c(1]2) p2f2(X) - ¢(2]1) p1 fi(x)] <0
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e exclui aqueles para o0s quais esta quantidade € positiva. Isto é, R; deve ser o
conjunto de pontos tal que:

L) Tear)T e,
SR e ) = P O = 7 = L(le) }{ﬁ}

e dado que R, é o complemento de R; em Q, R, deve ser o conjunto de pontos x para

f1(x) {c(m)}{ P, }
fo(x) [e(@m) | pl]°

Casos Especiais de Regides de ECM

0S quais:

a) Probabilidades a priori iguais: P2 _ 1
1

L) ) L) cap)
TR T TR0 “o@
) .. (12
b) Custos de erro de reconhecimento iguais: o) =1
fl(%) p2 fl(%) p2
A R AT

c) Probabilidades a priori iguais e custos de reconhecimento errado iguais:

P _cl2) . P 1
o o2~ o, T )o@

f.(x) f1(x)
>l Ry=—>
fo(X) f(x)

<1

R1=

OBS.1) Quando as probabilidades a priori séo desconhecidas, elas sdo frequentemente
tomadas como iguais e a razdo de f.d.p’s é comparada com a razdo de custos
de reconhecimento errado.

2) Se a razdo de custo de reconhecimento errado é indeterminada, ela é
usualmente tomada como 1 e a razdo das f.d.p’s ¢ comparada com a razdo de
probabilidades a prior.

3) Finalmente, quando ambas, razdo das probabilidades a prior e razdo de
custos sdo unitarios ou uma razdo é reciproca da outra, entdo as regides de
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reconhecimento (classificagdo) Otimo sdo determinadas comparando-se 0s
valores das f.d.p’s. Assim, se X, € uma nova observacdo e

f1(Xg Mfa( Xy ) 21 = f1( Xy ) = f2( X, )], @assumimos que X, € IT;.

EXERCICIO

Um pesquisador tem dados disponiveis para estimar a funcdo densidade fi( x) e fo( x)

associadas a Iy e Iy, respectivamente. Suponha que c¢(2|1) = 5 unidades e c¢(1]2) = 10
unidades. Sabe-se, ainda, que 20% de todos os itens para os quais as medidas x foram

registradas pertencem a I'l,.

a) Escreva as probabilidades a prior das populages IT; e IT,.
b) Determine as regides de classificacdo (reconhecimento) R; e R,.
c) Suponha que para uma nova observagdo x, tem-se: fi(X, ) =0.3 e fy(x, ) =0.4.

Em qual dos grupos (populagdes) vocé classificaria a nova observagdo?

6.2.4. Critério TPM

Qutro critério, além do ECM, pode ser usado para construir procedimentos
6timos. Assim, pode-se ignorar o0 ECM e escolher Ry e R, que minimizam a
probabilidade total de erro de classificacdo (TPM).

TPM = P(x eIl e é classificada errada) + P( x eI, e é classificada errada)

TPM = p, [ f,(x)d x+p, [ f,(x)d x

Ry Ry

Isto é equivalente a minimizar ECM quando os custos de classificacdo errada sao
iguais. Assim, podemos alocar uma nova observagéo x, para a populagdo com a maior

probabilidade posteriori P(ITj| X, ), onde

P(I1, ocorree observa-sex;)

P(I1; | Xg) =
(M | ~0) P(observa-sexg)

P(observa - se x,|I1,)P(I1,)

- P(observa - se x,|I1;) p(IT;) + P(observa - se x,|I1,)p(I1,)
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Py f1(Xo )

) Py f4( X~0 )+ P2 ol X~o )
f2(Xo)

e P(IT,|x,)=1- P(I1,|x,) =
( 2|~0) (L] ~0) P (%o )+ P2 fa( %)

e classifica-se x, em Iy quando P(ITy| X, ) > P(I'z| X, )

6.2.5. Classificacdo com duas populacdes Normais Multivariadas

Assumindo-se que fi(x) e fo(x) sdo normais multivariadas, a primeira com

vetor de médias x, e matriz de covariancias >; e a segunda com 0s pardmetros u, e

2. € entdo supondo >;= >, a F.D.L. de Fisher pode ser usada para classificacdo e
corresponde a um caso particular da regra de classificacdo com base em ECM. Assim,
seja o vetor aleatorio X' =[ Xy, Xy, ...., X, ] para populacdes IT; e I, e

1 1 | .
fi(x):Texp{—E(x— yij Z‘l(x— yij] parai=1,2
¢r 31Xz ) )
Suponha que os parametros x, , u, e 2. sejam conhecidos. Entdo, a regido de minimo
ECM,

1

1
= (X ) E7H(x- #)}
o, i (2,,)/|E|% { 4 .
1

T (X)) 1 [ 1 o }
S ——eXp| — - (X— ) T (X p)
(Zﬁ)%|2|% 2= CT

- em{‘é(wl)’Z‘{%—@]*%{f—”ﬁ)Z {: “fﬂ K:ﬂ }
()
L0

ol tfemetenienfon T

Resultado 2: Sejam as populagdes TI1; e IT, normais multivariadas. A regra de
reconhecimento que minimiza ECM ¢ dada por: reconhecer X, como sendo de IT; se

L e A - 0

Ro:
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e Xo € reconhecido como de Il, em caso contrario.

EXERCICIO: Prove o resultado enunciado anteriormente.

O primeiro termo da regra de classificagdo e reconhecimento, ()‘(1— XZJ'Spl X, ea

funcdo linear obtida por Fisher que maximiza a variabilidade univariada entre as
amostras relativamente a variabilidade dentro das amostras. A expressao inteira

1 1
w= (xl— xzj'spl X— E()‘(l— xzj'spl(xﬁ xzj = ()‘(1— Xz)'spl[g— E()_(l+ 22)] é

conhecida como funcéo de classificacdo de Anderson.
EXERCICIOS:

1) Comparando a expressdo da regra de reconhecimento com ECM minimo e a
F.D.L. de Fisher, mostre a condicdo na qual a regra torna-se a F.D.L. de Fisher, se
houver.

2) Seja a situacdo dos dados de portadores de hemofilia A e ndo-portadores, pg. 477
do livro do Johnson de 1988 e T11.8. Construa uma regra de reconhecimento de
padrdes, quando as probabilidades a prior de uma pessoa pertencer a cada um dos
grupos sdo conhecidas e assumindo irrealisticamente que o0s custos de
reconhecimento errado sejam iguais c(1|2): c(2\1). Suponha que o sangue é
extraido de uma pessoa primo em primeiro grau de um hemofilico e os resultados
sdo X; = logio(AHF-atividade) = -0.210 e X, = logio(antigeno AHF)=-0.044.
Contudo, a chance genética de se ter uma portadora e uma prima em primeiro grau
portadora seja 0.25. Faca um diagrama que mostre 0s pontos no sistema de eixos
X1 € X € obtenha a regra de reconhecimento, além de testar a Gaussianidade.

6.2.6. Classificacdo Quadratica, 21 # 2,

Supondo as matrizes de covariancia >; para x ell; e X, para X e I, com 21 # 2o,

as regras de reconhecimento de padrbes tornam-se mais complicadas. Seja, entdo
X~N,(g,2Z;) =12 com yy#ueX;#%,. A probabilidade total de

reconhecimento errado (TPM) e o custo esperado de reconhecimento errado
f1 (%)

fz(f)

dependem da razdo de densidades ou, equivalentemente, do logaritmo das

razoes das densidades

In :2((3 = In[ fl(§)} - In[f2 (1()}
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Resultado 3:
Sejam as populagdes IT; e I, descritas por densidades normais multivariadas
N, (14,21) Ny (u,,Z,) . Entdo aregra de reconhecimento e classificagao que

minimiza o ECM é dado por:

bt s s )
R, em c/c.

EXERCICIO

Prove o resultado anterior.

Na pratica, a regra de reconhecimento estabelecida é aplicada substituindo-se os
parametros p, Lo, X1 € X, pelas suas estimativas X,, X,, Si € Sy, tal que:

Aloca-se Xo em IT; se:

__ch 1St (X;Sﬁ —z;sijxo—k = '“H%[%H

Alocamos xo em Iy, caso contrario.

6.3- Discriminacao e Classificacdo entre Populacbes: Método de Fisher

6.3.1- Funcéo Discriminante Linear de Fisher Para duas Populagdes

Basicamente, o problema consiste em separar duas classes de objetos ou fixar
um novo objeto em uma das duas classes. Deste modo, é interessante alguma
exemplificacdo. A tabela | a seguir mostra diversas situacbes onde a Analise
Discriminante pode ser empregada. E comum denominar as classes (populacdes ) de
71 € T2 , € 0S objetos separados ou classificados com base nas medidas de p variaveis
aleatdrias sdo associadas com vetores do tipo :

X’:[Xl,XQ,...,Xp] y

onde as variaveis Xi,i=1,2,..,p, sdo as medidas das caracteristicas investigadas
nos objetos. Os valores observados de X podem diferir de uma classe para outra,
sendo que a totalidade dos valores da 1°. classe é a populagdo dos valores X para n; e
aqueles da 2 classe sdo a populagdo dos valores de X para 7.

Assim, estas populagdes podem ser descritas pelas fungdes densidade de probalidade
fi(x)ef(x).
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TABELA | - SITUACOES EXEMPLOS

Populagdes m; e 7,

Varidveis medidas (componentes de X))

1. Sucesso ou insucesso de estudantes na
Universidade.

2. Machos e fémeas adultos.
3. Comprador de um novo produto e nédo
comprador de um novo produto.

4. Artigos jornalisticos escritos por Paulo
Francis e Carlos Castelo Branco.

5. Pessoa de alto risco no crédito e pessoa
de baixo risco.

6. Duas espécies de planta semelhantes.

- Nota no vestibular, notas no curso,
numero de disciplinas no curso.

- Altura, peso, perimetro do biceps,
perimetro do térax, perimetro do quadril.

- Educacéo, renda, tamanho da familia.
- Frequéncia de diferentes palavras,
comprimento das sentencas.

- Renda, idade, nimero de cartdes de
crédito, tamanho da familia.

- Comprimento da pétala, profundidade da
fenda da pétala, didmetro do polen.

Fonte: o autor.

A idéia de Fisher foi transformar as observacfes multivariadas X’s nas observagdes
univariadas y’s tal que os y’s das popula¢des 71 € 7, Sejam separados tanto quanto
possivel. Fisher teve a idéia de tomar combinagOes lineares de X para criar os y’s,
dado que as combinacbes lineares sdo funcbes de X e por outro lado sdo de féacil

calculo matematico.

Seja p1y a média dos y’s obtidos dos X’s pertencentes a m; € ppy a média dos y’s
obtidos dos x’s pertencentes a 7w, , entdo Fisher selecionou a combinacdo linear que
maximiza a distancia quadratica entre py € ppy relativamente a variabilidade dos y’s.

Assim, seja:

w = E (X |ny ) = valor esperado de uma observagdo multivariada de ;.
w=E (X |nz) = valor esperado de uma observagdo multivariada de .

e supondo a matriz de covariancia

T = E(X-p)(X—wi)’

i=1,2

como sendo a mesma para ambas as populages, e considerando a C.L.

Y=c'X

1x1

tem-se

xp pxt

My =E (Y|m)=E (X [r)=CE (X m)=Cus,
hoy =E (Y m2) =E (CX [n2) = CE (X |m2) = Oz

VY)=0o; =V (C’X)=CcV(X)c=C2C ,
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que € a mesma para ambas populacdes. Segundo Fisher, a melhor combinacéo linear é
a derivada da razdo entre o “quadrado da distancia entre as médias” e a “variancia de
Y.
’ ' 2 ' '
(g = #10,)* _ (C1pt —C'p))"  Cl(p — ), — 1)’ (¢5)?

o’ c¢'>c c¢>c e

onde &=p-u.

RESULTADO 6.3.1:
(c'd)*

Sejad=w -y, eY =X, entdo ——=— € maximizada por
e
c=kx'8=k=(w - o )paraqualquer k =0
Escolhendo k =1tem-sec=X (i -p)e Y=¢c'X= (w-w) 3" X,

que é conhecida como FUNCAO DISCRIMINANTE LINEAR DE FISHER.

EXERCICIO 1
Prove o resultado anterior.

A FUNCAO DISCRIMINANTE LINEAR DE FISHER transforma as populacdes
multivariadas nt; e m, em populacBes univariadas, tais que as médias das populacdes
univariadas correspondentes sdo separadas tanto quanto possivel relativamente a
variancia populacional, considerada comum. Assim tomando-se

yo= (w1 - 12)’= %o

como o valor da funcdo discriminante de Fisher para uma nova observagdo Xo, €
considerando o ponto médio entre as médias das duas popula¢des univariadas,

1
m= E(ﬂly +lu2y)1

como
1
m E(C1E1+C2H2)
1 . ~ -
m= e )X e ) Y
1 ~ -
m= o fu e 2 ey
e tem-se que:

E (Yo r2) -m >0
E(Y0|th)-m<0,
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ou seja, se Xo pertence a my, Se espera que Yo seja igual ou maior do que o ponto
médio. Por outro lado se X, pertence a n, , 0 valor esperado de Y, sera menor que o
ponto médio. Desta forma a regra de classificacdo é :

e alocar xoem my Se yo-m >0
e alocar xo emmyseyo-m<0

Geralmente, os parametros p; , y, e X sdo desconhecidos, entdo supondo que se tem
n; observagdes da v.a. multivariada

!

Xi = EniXyiiX

da populacdo m; e n, observagdes da v.a. multivariada

! -

X, = ¥125)_(22§"'5)_(p2_

da populacéo T, , entdo os resultados amostrais para aquelas quantidades s&o :

1 Ny 1 Ny — —
Oy = Z()_(i1_)_(1)()_(i1_)_(1)’

n, " 17 =t

_ 1 N, 1 N, _ _
)_(zz_z)_(m;Sz:n 12()_(&_)_(2)()_92_)_(2)’

n2 i=1 2 i=1

Mas uma vez que se assuma que as populacdes sejam assemelhadas é natural
considerar a variancia como a mesma dai estima-se a matriz de covariancia comum X
por :
(n1 — 1)81 +(n2 — 1)82

(n;+n, —2)

S =

p

que é um estimador ndo-viciado daquele parametro.

Conseqlientemente, a FUNC;AO DISCRIMINANTE LINEAR DE FISHER
AMOSTRAL ¢ dada por:
y=& x=(x,—X,)'S;'x

E, a estimativa do ponto médio entre as duas médias amostrais univariadas y, =¢C x,

—_ -
ey,=c x, edado por:

N RN P R I
M=o itya) = ) Sx (xS x,
N R
m=§()_(1—)_(2)’8p1()_(1+)_(2)

Finalmente a regra de classificacdo é a seguinte :
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—_ o o ro-1 ol
e alocar Xo em m1 Se Yo =(X; —X,)'S, X, =m

e alocar Xo em 7z Se Yo = (X; —X,)'S, X, (M
ou melhor se:
Yo- m>0 Xo é alocado em 7y
Yo-m<0 Xo é alocado em =,

RESULTADO 6.3.2 :

A combinaggo linear particulary = ¢ x=(x,—x,)'S;'x maximiza a razdo :

6’1 _glz)z _ ((_31)_(1 _9222)2 _ @ g)z

2 A! A A! ~
S, cS,c cS,c

i=1 i=1

o o 2
onde d=x,-x, e S, =

EXERCICIO 2

Seja um estudo onde se pretende detectar portadores de Hemophilia A. A fim de se
construir um procedimento para detectar portadores potenciais de Hemophilia A,
amostras de sangue sdo analisadas em dois grupos de mulheres e medidas as variaveis:
X1 = logio(atividade AHF) e X, = logio(antigeno AHF). Os dados estdo na tabela
T11.8. O primeiro grupo é composto por n; = 30 mulheres selecionadas de uma
populacdo de mulheres que nao possui portadora do gene da hemofilia. Este grupo é o
grupo normal. O segundo grupo de n, = 22 mulheres foi selecionado de uma
populacdo de conhecidas portadoras da deficiéncia (irmds de hemofilicos, mées com
mais de um filho hemofilico e mdes com um filho hemofilico e outro hemofilico
relativo). Este é o grupo dos portadores obrigatdrios. Os resultados dos dados sdo:

_ {— 0_0065} . —-0.2483 4 | 131158 -90,423
X, = = =
=t [ -0.039 =2 0.0262 P -90,423 108,147

a) Calcule a F.D.L. de Fisher;

b) Calcule o ponto médio das duas médias amostrais;

c) Sejam as medidas x; = -0,210 e x, = -0,044, verifiqgue em qual das populag¢bes €
alocado o individuo com estas medidas (normal ou portadora).

EXERCICIO 3

A comissdo de admissdo de uma escola deseja classificar um pretendente em uma de
duas populagdes: populagdo dos estudantes que completam com sucesso 0 curso ou
populagédo dos estudantes que ndo completam o curso. A comissdo considera a nota
dos pretendentes em p = 2 testes. Seja x” = [x1 X2] 0 vetor das notas. De experiéncias

100 70 }

anteriores € sabido que : u;’ =[60 57], w’ =[42 39 =
que:w’ =] I,w’ = le {70 100
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a) Encontre a F.D.L. de Fisher;

b) Calcule E(Y|my) = pay, E(Y|m2) = 1y € V(Y) =67,

c) Determine o ponto médio entre as médias populacionais univariadas,

d) Daca um grafico das duas populacdes, admitindo que X ~ Np(w,Z) ou X ~
Np(kL2,%)

e) Determine a probabilidade de classificacdo erronea,

f) Escreva o critério de classificacao,

g) Verifique em qual populacéo sera alocado o ponto x’ = [52 45]

6.3.2- Discriminacao entre Diversas Populacdes

O método de discriminacdo exposto no item 6.3.1 pode ser estendido para
diversas populacdes. O primeiro objetivo de Fisher com a Andlise Discriminante foi o
de separar populacdes. Ele pode, contudo, ser usado também para classificar. Este
método ndo necessita da suposi¢cdo de que as diversas populacdes sejam normais
multivariadas. Entretanto, assume-se que as matrizes de covariancias populacionais
X’s séo iguais e com posto completo, isto é, X, = X, = ... =% = X. Assim, seja x 0

. : = 1 .
vetor medio dos diversos grupos (populagdes) u = —Z H. e Bo amatriz “Soma de
i1
produtos cruzados entre grupos populacionais” tal que

9
Bo= D (s, ~B)u, - F)
i=1
A combinagdo linear Y = ¢'x tem por esperanca E(Y) = cg(X|m) = C' u. para a
populacdo =; e variancia

V(Y)= o} =cV(X)c=c'Zc

para todas as populagdes. Desta forma, o valor esperado iy = C’ K, muda quando a
populacdo da qual X é selecionado € outra. Vamos entdo definir a média global

i, =

Q|
=

g
Zluiy = g
i=1

e a razao entre a “soma dos quadrados das distancias das populacdes para a média
global e a variancia de Y” é:

c'ByC

cxc

que é uma generalizacdo multigrupal do caso de duas populagdes. Esta razdo mede a
variabilidade entre grupos de valores (escores) Y relativamente a variabilidade comum
dentro dos grupos. Da mesma forma que no caso de duas populacdes, n6s podemos
selecionar ¢ que maximiza esta razao, e é conveniente normalizar c tal que c'Xc = 1.
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RESULTADO 6.3.3
Sejai == ...22s>0 0ss=min(g-1,p) autovalores ndo-nulos de =By e €1, €5,
, & 0s correspondentes autovetores (escalonados tal que e'Xe = 1). Entdo o vetor

. - . C'B,C ., S
de coeficientes ¢ que maximiza a razdo = '20_ é dada por ¢, = e1, A combinacdo linear
cxc

¢;’X é chamada 1°. discriminante e da mesma forma podemos generalizar para o k-
ésimo discriminante comcc=¢ex k=1,2, ... S.

Como, geralmente, ¥ e p; ndo sdo disponiveis, nés tomamos amostras
aleatorias de tamanhos n; das populagdes w;, i = 1,2, ...., g e denotando o conjunto de
dados (a.a) da populacéo m;, i = 1,2, ...., g, por niXptemos na j-ésima linha o vetor x;; e
os estimadores dos pardmetros u; e xu sao

ni j=1
g g n
2.niX; z X
g = i=1 _ i=1 j=1
- 9 g
2N N
i=1 i=1

A matriz “Soma de produtos cruzados entre grupos”, Bo € estimada por
A 9 _ N —\1
By = > (X = X)(X; ~X)
i=1

e um estimador para X pode ser conseguido com base na matriz W

9 ] 9
W = Z (X — X)X —X)'= Z(ni -1S;
i=1 j=1 i=1
) W (n, =S, +(n, =S, +...+(n, =S
Consegiientemente, -1 T 2 T s 9 =5,
N, +n,+.4+n, — g N +N,+..4N; — g

3 ) . . EB,¢ , . ¢&B,¢
E claro que o mesmo ¢ que maximiza a razdo =—°= também maximiza =—=
€S,C cWc

A

Assim, apresentaremos o otimizante ¢ na forma mais usual, que é o autovetor é; da
. -1 -1 A _ aa ~ 4B A 3 A
matriz W~By , porque se W'Bo€ = A€ entdo Sy1B,€=A(n, +n,+.+n, —Q)€,

portanto, concluindo sejam A1 > 1> ... > Ay > 0 0s autovalores ndo nulos de W'B,

e €,6,,...,6 o0s correspondentes autovetores, sendo s = min(g-1, p) e §,

S
normalizado tal que €;S €;=1; entdo o vetor de coeficientes que maximiza a razdo
citada acima é ¢, =6, e a combinagdo linear é,x é chamada 1°. discriminante
amostral. Generalizando, teremos no passo k o k-ésimo discriminante amostral ékg :
k<s.
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EXERCICIO 4

Dadas as observacdes de p = 2 varidveis oriundas de 3 grupos populacionais m, 7, €
T3

-2 5 0 6 1 -2
X1 =10 3 X2 =12 4 X3 =10 0
-1 1 1 2 -1 4

a) Determine os vetores médios amostrais X, i =1, 2, 3.
b) Determine o vetor médio global, amostral X .

1 -1 1 -1
c) Dadas as matrizes de covariancia amostral S; = [ 1 } S; = { } e

11 A
Ss :L 4} determine as matrizes S,, B, e W.

d) Determine a matriz inversaW'e W™'B,.

e) Determine os autovalores e autovetores de W™ B, .

f) Quais sdo os discriminantes para 0s trés grupos.
g) Faca um grafico que represente 0 “espago discriminante” nas duas dimensdes que
vOCé encontrou, represente a amostra no gréafico.

h) Em qual grupo seria classificado o individuo x = [1, 3].
6.4 Avaliacao de funcdes de reconhecimento e classificagéo

6.4.1. Critério TPM

Uma maneira de julgar o desempenho de um procedimento de reconhecimento de
padr@es é calcular a sua taxa de erro no reconhecimento dos padrdes. A probabilidade
total de erro de reconhecimento, TPM, é dada por:

TPM = p, .[fl()f)d X= P2 .‘.fz(i()d X

Ry Ry

e 0 menor valor para esta quantidade, obtido pela escolha adequada de R; e R, €
chamado de taxa 6tima de erro (OER),

OER= p; [ ;(x)d X p, [f,(x)d X
Ry Ry

f1 (%)
com R; e R, determinados por Rl:T;() > p—z e R, em caso contrario.
1 1
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EXERCICIO

Determine a expressao para taxa 6tima de erro quando p; = p2 = 1/2 e fi(x) e fo(x) séo
densidades normais multivariadas.

Solucéo:
Sabemos que 0 ECM e TPM, minimos, coincidem quando c(1|2)= c(2]1) e devido as
probabilidades a priori serem também iguais tem-se:

el e
i R e e e
S|[OS P Al

e fazendo y = (,ul— yzj'Z‘l x = ('x fica:

Ri(Y):y 2%(#1— %ﬁzj'z_l(lffr ﬁfz}

1
UETH A s

Mas como y € uma combinacdo linear de v.a’s Gaussianas, as f.d.p’s de Y,
f1(y) e fo(y), sdo Gaussianas univariadas com parametros:

tay =ty =(#1—ﬂ2}2‘lﬂ¢

s A L
o V)=V =000 =20 -t | s s

e TPM =% [£100)d x+ [ £, (x)d x
R, R -
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1 1

e P[?_( ER2|R1}: P(20) = P[y<%(/‘f1_ﬂ2 )lz_l(/fl"‘ﬂg )}

— My 2 -
Py,u,y<

1 i 1 -
2(#1‘#2] 2 lﬂz—z(ﬂl—ﬂzj > lﬂl
=P|Z< - B -

Oy

1 i
_Z(lfl_/{z j‘Z 1(/9—/{2]

=Pl Z<

—O'2 —O0 o
P[§eR2|R1}=P(2|1)=P[2< Zayizp{k Zy}zcb(—?y]

Da mesma forma

P[i‘ eRlle}: P(R2) = P{Z 2%}1— P{Z 2%}:@(— %J

Logo a TAXA OTIMA DE ERRO é:

-0 -0 -0
OER = minimoTPM =%d{ zy]+1®( yJ=CD( VJ
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P(L2) Fr2|l)

Supondo, of = (14— ,)' S (1, — 11,) = 2.56, tem-se:
oy =1.6

o,/2=-1.6/2=0.8

¢ (-0.8) = 0.2119

Assim, a regra 6tima de reconhecimento cometera erros em torno de 21.19%.

Uma medida do desempenho que ndo depende da forma da distribuicdo e que pode ser
calculada para qualquer procedimento de classificacdo é a taxa aparente de erro que €
definida como a fracdo das observacfes no treinamento amostral correspondente a
reconhecimento equivocado pela funcdo. A taxa aparente de erro é calculada da matriz
de confusdo que mostra a situacdo real das observacbes nos grupos versus O

reconhecimento.

Para n; observacgdes de IT; e n, de I, , a matriz de confuséo tem a forma:

PREDITO
I I,
I Nic N1im Ny
ATUAL
I, Nam = N2 - N N2c Ny
onde:

nic: numero de itens de I'1; corretamente reconhecido como de IT;

Nim: NOUMero de itens TT; misturados com de I,

Noc: numero de itens I'T, corretamente reconhecido como de I,

Nam: NUMero de itens I, misturados com de IT;
A taxa aparente de erro (APER) é dada por:
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APER = 1 " Tlow
n,+n,

e é entendida como a propor¢do de itens no conjunto de treinamento que sdo
reconhecidos erroneamente.

6.4.2. Abordagem de Lachenbruch

Uma abordagem que costuma funcionar bem, neste caso, é a de Lachenbruch
cujo procedimento operacional € o seguinte:

1. Comece com o grupo da populacdo IT;. Omita uma observacdo deste grupo e
construa uma funcéo baseada nas n;-1 e n, observacdes.

2. Reconheca (classifique), usando a funcéo, a observacédo ndo incorporada.

3. Repita os passos 1 e 2 até que todas as n; observacOes de IT; sejam classificadas.

Seja n{t) o nimero de observag@es reconhecidas erroneamente neste grupo.

4. Repita os passos de 1 a 3 para as n, observagdes de IT,. Seja n{) o nimero de
observacdes reconhecidas erroneamente neste grupo.

Entéo
(H) (H)
Pell = rl]—“l” P2 = nz_zﬂ
R n™ 4 n®
e a proporcdo total esperada de erro é E(AER) = ———*
n,+n,
EXEMPLO

Sejam as matrizes de dados e as estatisticas de v.a bivariada:

N PN R PG
I B S i I

Para a matriz de confusdo de uma funcao de reconhecimento FDL de Fisher.

Reconhecida como:
Pop. verdadeira Iy I,
Iy 2 1
1 2
I,
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A APER = (1+1)/(3+3) = 2/6 = 0.33 = 33%

Retirando a primeira observacio de x, =[2 12] de x;

35 05 1
Xin =\ g €  Siy= 1 2

Aplicando Lachenbruch teremos:

(H) | n(H)
Niv +Mom 2+1

E(AER) = _ —
( ) n,+n, 3+3

05

Logo APER=0.33 parece otimista, contudo o tamanho da amostra deve ser levado em
conta.

6.5. Reconhecimento de padrdes envolvendo varias populacdes
(grupos)

6.5.1. Introducao

Na teoria, a generalizacdo de procedimentos estatisticos de reconhecimento de
padrdes e classificacdo de 2 para g > 2 grupos é direta. Contudo, ndo se conhece muito
sobre as propriedades das funcdes amostrais e em particular, suas taxas de erro ndo
foram totalmente investigadas.

A robustez da fungdo de reconhecimento de padrdes linear para 2 grupos, por
exemplo, em matrizes de covariancias diferentes e distribuicdes ndo-normais pode ser
estudada através de experimentos gerados por meio de computador. Para mais que
duas populacGes esta abordagem nao leva a conclusdes gerais, porque as propriedades
dependem de onde os grupos estdo localizados e existem muitas configuracdes para
serem estudadas convenientemente.

6.5.2 Metodo do Minimo Custo Esperado de Mistura

Seja fi(x) a f.d.p. associada com a populacdo IT; i = 1,2,3,...,g e seja p; a

probabilidade a priori da populacéo IT; i=2,3,...,g, e c(k | i) = o custo de reconhecer um
item como de Ik quando na realidade ele pertence a I'T;, k,i =1,2,...,0.
Parak =i, c(i| i) = 0 e finalmente, seja Ry 0 conjunto dos x'sclassificados como Iy e
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P(kli) = P (classificar x em ITy| TT;) = [ f;(x)d x
z LA
parak,i=12,...gcomP(il i) = 1-> P .
k=1
O custo esperado de misturar (classificar errado) x de Iy em IT,, ou IT3, Iy,

..., I[1q é dado por:
ECM(1) =P2I1)c2l1)+PBI1)c@l1)+..+P@gll)c(gl1)=
=Y Pkl1ckl

O custo esperado condicional de classificacdo errada ocorre com probabilidade
p1, a probabilidade de IT;. Pode-se obter o custo esperado condicional de classificacéo
errada, ECM(2), ECM(3), ... , ECM(g). E multiplicando cada ECM condicional por
sua probabilidade a prior e somando resulta 0 ECM.

ECM = p;ECM(1) + p, ECM(2) + ... + py ECM(g)

] [2 P(k\g)o(klg)]
+..+ Py

k=1

g g
ECM=p; (Z P(k‘l)c(k|l)j + p{z P(k|21)c(k|2)
k=2

k=2

i=1 k=i

ECM= i p; [Zg: P(k|i)c(k|i)]

Entdo o problema de construir um procedimento 6timo de classificacdo
consiste em se escolher as regides mutuamente exclusivas Ry, Ry, ..., Ry tal que o
ECM seja minimo.

RESULTADO 6.5.1:

[¢] g
As regides que minimizam o ECM:Z P ZP(k|i)c(k|i) , sdo definidas pelo
k=1

i=1
k=i

9
reconhecimento de x como sendo de Ik , k=1, 2, ..., g tal que Z p; f; (x)c(k|i) seja o
=k
menor possivel. Se ocorrer um empate, X serd reconhecido para qualquer dos grupos
empatados.
Prova

Suponha que os custos de classificacdo errada sejam iguais (sem perda de
generalidade, nés podemos estabelecer iguais a 1) e usando o argumento anterior

9
podemos alocar x em Iy , k=1, 2, ..., g, tal que >_ p; f; (X) seja o menor possivel.
2 = z
i=k
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9

Mas > p; f: (x) sera baixo quando pyfi(x),for grande. Conseqiientemente, quando 0s
i=1 N -
ik

custos forem 0s mesmos, a regra do minimo custo esperado teré a forma simples:

6.5.3. Regra do minimo ECM em custos iguais de reconhecimento errado

Reconhecer x como de Ik se: pk fu(X) > pifi(x), Vi#k

ou, equivalentemente x como de Tlkse: In[pk fk(x)] > In[pi fi(x)], V i = k.
E interessante notar que a regra de classificacdo anterior é idéntica aquela de
maximizar a probabilidade a posteriori, P(ITy|X)

P fk()f) _ (priori)x(verossimihanca)
g X (priori)x(verossimihanca)
D pifi0

i=1

P(IT X) =

Devemos ter em mente que, em geral, a regra de minimo ECM tem trés
componentes: probabilidades a prior, custos de reconhecimento errado e fungdes
densidade. Estes componentes devem ser conhecidos (ou estimados) antes da regra ser
implementada.

EXEMPLO
Seja reconhecer x, como de um dos 3 grupos (g = 3) populagdes I, I, ou I3

, dado as probabilidades a prior (hipotéticas), custos de reconhecimento errado, e
f.d.p., usando o procedimento do minimo ECM.

VERDADEIRA
POPULACAO
Iy I, I13

M |c|1)=0 c@]2) =500 c(1] 3) =100
CLASSIFICAR EM: M| c|1)=10 ¢@2]2)=0 c(2| 3)=50

5 | c(3] 1)=50 ¢(3] 2)=200 c(3| 3)=0
Probabilidade a prior: p: =0.05 p2 =0.60 p3=0.35
densidades emx,, : fi(X,) =0.01 f(x,)=0.85 f3(Xx) =2

3
Os valores de > p; f; (xo)c(kfi) séo:

i=1
i=k

k=1 pafa(xo)o(L | 2) + paf(xo )e(L3) =
= (0.60)(0.85)(500) + (0.35)(2)(100) = 325

7



k =2: plfl(x~0 )c(2| 1) + p3f3(x~O )e(2 \ 3) =
= (0.05)(0.01)(20) + (0.35)(2)(50) = 35.055

k=3: pifa(xy)c(B] 1) + pafa(x, )c(3]2) =
= (0.05)(0.01)(50) + (0.60)(0.85)(200) = 102.025
3
Desde queZ p; T (xo)c(k|i) é menor para k = 2, nds reconhecemos x, em IT,.

i=1
i#l

Se todos os custos forem iguais, n6s poderiamos classificar x, da seguinte forma:
pifi(x, ) = (0.05)(0.01) = 0.0005

p2f2( %, ) = (0.60)(0.85) = 0.510

psfa(x, ) = (0.35)(2) = 0.700

e desde que psfs(x, ) =0.700 > pifi(x,), 1=1,2 nds alocaremos x, para ITs.

Equivalentemente, calculando as probabilidades a posteriori,

i1 (%) 0.05)(0.01 0.0005
PILI%) = 5 = Gos001 (66)0( 68)5 035)(2) ~ 12105
() O09N00D (080089 @912
P, f5(Xo)
) (060)(085) 0510
P¥0) =3 = 12105 12105 4%
) ;pifi(XP) .
Psf3( X )
., (035)(2) 0.700
PTs%0) =3 = 712105 12105~ 028
) % p; fi( X~o )

78

0.0004

NOs vemos que X, sera reconhecido como de I3, a populagdo com a maior

probabilidade a posteriori.
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6.6. RECONHECIMENTO DE PADROES COM POPS. GAUSSIANAS

Um caso especialmente importante de Reconhecimento de Padrdes Estatistico
envolvendo vérias populacdes ocorre quando

1
f.(X)=—————5¢ex ——( - j Z-‘l(x— j , 1=12,-,0.
|(~) (2”) p/2|Ei|1/2 p 22 /fl i h /’fl g
sdo densidades normais multivariadas com vetor de médias p; e matriz de covariancia
Y. Se além disso c(i | i) =0, ¢ (k| 1) =1, k # i (ou equivalentemente, os custos de

reconhecimento errado sdo iguais), a regra vista anteriormente

In[pi fi(x)] > In[pi fi(x )],
torna-se:

Reconhecer x em Ik se:

1 1 N ~
In pf(x)=1In pk_(%) In (27) —§|n|2k|—§g—uk}kl g—uk S max In p;fi(x)

A constante (p/2)In(2n) pode ser ignorada desde que seja a mesma para todas as
populacdes (grupos). Assim, definimos o escore quadratico para a populacdo i como:

d(x)= —%|”|Zi|—%(>§—/fij Zi‘l(g— /fij—i_ In( p;). i=12, ..,9

Assim, a regra de reconhecimento com base na probabilidade total minima de erro de
reconhecimento para populacdes normais é:

Reconhecer x como de TTi se: di2 (x) > di®(x) V,i=1,2, ..., g, ki.

Na prética, os x; e Zjsdo desconhecidos, mas trabalha-se com as estimativas

X, e S; e, entdo, tem-se d,2 com base nestes valores.

Se as matrizes de covariancia, X; = X, sdo iguais tem-se uma simplificacdo
dado que as duas primeiras parcelas sdo iguais em todas as populagdes, entéo tem-se
um escore linear:

di(X) = 4 X - 12 " g+ 0n(p)
e da mesma forma reconhecer x como de Il se:

de(x)>di(x), Vi=1,2, ...9 k=i
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\
€. -15,+6,-15,+--+6€,-15
Na pratica S, = = } 229 §0estimador de =.
P Ny +Ny 44Ny —g

EXERCICIO

Calcular os escores discriminante lineares dos dados de g = 3 populagdes,
assumindo que elas sigam distribuicdo normal bivariada com matriz de covariancia
comum X. Amostras aleatérias das trés populac@es IT; , IT, e I3 sdo dadas abaixo e as
probabilidades a priori sdo p1 = p, = 0.25 e p3 = 0.50. Fa¢a também o reconhecimento
de x, ’=[-2, -1].

-2 0 -1 - 1 -1
IT, : X, = x1=[-1 3] S;=

5 3 1 N -1 4
sera

0 2 1] - 1 -1
I1,:X, = Xo=[14 S, =
22{642}}[] 2{—14_

1 0 -1 _ 11
IT; : X5 = 2 0 —4 X~3[O -2] 83:1 4

s 1 -1/3
P1-1/3 4

6.7. REGRA DE RECONHECIMENTO PARA VARIAS POPS. COM IGUAL
VARIANCIA BASEADA NA DIST. DE MAHALANOBIS

Dada a expressio  dP(x) =—%In|2i|—%(>§—pi) Ei‘l(g—ui)wn(pi),
i=1 2,---,9, assume-se variancias iguais para as varias [;opulagées. ~Tem-se que
deve-se reconhecer x como II; se —%()}—ﬂi) Zil(i(—,ui)ﬂn p; tiver o maior
valor para Vi. Se as probabilidades a prior sdo desconhecidas assume-se p; = 1/g. A
expressao ()f— 'uij Ei‘l(i(— ,ui] = D? é conhecida como distancia de Mahalanobis do
vetor X ao vetor 4 . Entdo para o caso real (amostral) x, sera reconhecido como de

I se:
1.,
_EDi (Xo) +Inp;

for o maior Vi.
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7. REGRESSAO LOGISTICA: MODELO PARA VARIAVEIS
DICOTOMICAS.

7.1. Introducao

A regressdo logistica, dentro da Analise Estatistica, consiste em relacionar,
através de um modelo, uma variavel resposta Y, dicotbmica, com os fatores (Xi, Xa,
..., Xp-1) que influenciam as ocorréncias de determinado evento. Por exemplo, em um
estudo para se quantificar a influéncia de certos fatores na ocorréncia de doengas do
figado (colestase), a variavel resposta Y serd dicotémica, isto é, presenca de cancer
(Y=1) ou presenca de célculo (Y=0) e os fatores serdo, por exemplo, X; = bilirrubina
total, x, = fosfatase alcalina, etc. Os fatores sdo as variaveis explicativas do modelo e
correspondem aos niveis quantitativos obtidos nos exames bio-quimicos, etc.

Quando a variavel resposta ¢é dicotémica (Y = 1 ou 0) o Modelo Linear Geral
néo deve ser aplicado principalmente por duas razdes:

e produzirg valores fora do intervalo [0,1]
e asvariancias das observagdes ndo serdo constantes..

7.2. Modelo Linear Geral

Seja o problema da construcdo de um modelo para o relacionamento entre a
variavel resposta Y e p-1 varidveis explicativas (fatores) Xi, Xo, ..., Xp1.
Considerando-se n pontos (Yi, Xii, X2i, ..., Xp-1i) 1 = 1,2, ... ,n pode-se ajustar o modelo
linear com p pardmetros:

Yi=Bo+ P1Xgi+ PaXoi+ ... + Bp_lxp_li +¢j, 1=1,2,...,n

ou em notacdo matricial tem-se o vetor aleatério Y de dimenséo n,

=X pre
onde a matriz X ~
1 X1 Xy 0 Xponp
. 1 x?2 x.22 ijlz
1 Xy Xy Xp_1n
€ de ordem nxp e é denominada matriz do modelo, #'=[4, A £ - Bpal €0

vetor de pardmetros de dimensdo p e o vetor dos erros de dimenséo n, € dado por
g=lg & -+ &]. OmodeloY =X B+¢& é composto por duas componentes:

e a parte deterministica (sistematica) X S
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e a parte estocéstica ¢

No ajuste de um modelo deste tipo o que se deve fazer é:

e Estimar os parametros i i = 0,1,2, .... ,p-1 (6 ¢ o estimador do vetor de
parametros);

e Verificar a qualidade de ajuste;

e Fazer uma analise dos residuos que indique se premissas de aplicacdo do modelo
estdo satisfeitas.

O estimador de minimos quadrados ordinarios (MQO) do vetor dos parametros é

obtido pela minimizacdo da soma dos quadrados dos residuos, SQR, na suposic¢édo de
que os erros sao v.a’s independentes identicamente distribuidas (i.i.d.),

& ~(0,0?%)

& ~(Q,02I)

Quando a distribuicdo comum é Gaussiana, 0 modelo linear é chamado de
modelo normal de Gauss-Markov ¢ o estimador obtido nestas condigoes ¢ “BLUE”
(melhor estimador linear ndo-viciado). Assim, considerando-se a soma dos quadrados
dos erros,

SQR=Y (Y ~V)? =3 (Y ~ X )2 =Y. &2
i=1 i=1 ~ i=1
SQR =56 =1V~ X AIIY - X A1=1Y~ X TY X f)

que é um produto interno, logo comutativo e distributivo
SQR=Y'Y- X'Y-Y'X B+ X'X B
e visto que Y' X B é um escalar resulta:
@=—2X'Y+2X'X y/j
e as equacdes normais de minimos quadrados sao:

X'XB=XY = B=(XX)"XY

e /§ é a solucéo do sistema, é o estimador de MQO de 5.

Entdo, 0 modelo ajustado é: Y = X 4
YAi = /3'0 +181X1i +/82X2i +---"‘//S'p_lxp—li
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E, uma estimativa dos residuos é:

>

=Y. -Y

T ] . . 1 &.
A variancia dos residuos, estimada, é s* = — > &t
—Pia
No Modelo Linear Normal s&o feitas as suposicdes, a serem verificadas, de:

e i~ N(0, 62)
e ¢ independentes implica em V(g) = ¢°l

Isto deve ser verificado.
Este procedimento, quando aplicado as variaveis dicotdmicas (variavel que
assume somente um de dois valores: Y =1 ou Y = 0) apresenta algumas limitacdes:

p-1
E(Y;) = P(Y; :1):ﬂ0+_Z:1/8iji =0,
i=

V(Y;) = ELY, —E(Y)]* = 1-6)*P(Y, =1)+(0-6)*P(Y; = 0)
V() =(1-6)"8 +8°(1-8) = 1-0)a[1-8 +8]=6(1-4),

logo, V(Y;) = 0;(1-6;) ndo é constante, invalidando os testes de significancia usuais
com o modelo linear geral e resposta politdmica. Outra dificuldade é que o modelo
linear geral fornecera valores de Y; fora do intervalo [0,1].

7.3. Modelo Logistico Linear Simples

Seja 0 modelo linear logistico simples (umavariavel explicativa) derivado da
funcdo matematica

1

f(y)= :
2 1+e”

yeR.

gue varia monotonicamente de 0 a 1, a medida que y cresce, sendo simétrica em torno
dey=1/2.

E claro que:

f = =
) 1+e™¥  1+eY
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. . STty 1] aren?
e ainda a transformacéo LOGIT f (y) = In{(l_ ; (y))}_ InL_ (1+ey)1}

1 1 1 l1+e7¥ -1
LOGIT f(y)=In 1- =1In
) L+e‘y/( 1+e‘y)} [1+e‘y/ 1+e™” }

=In{ L /e_y }=—In(1+eY)—(—Y)—(—In(1+eY))

1+eV/ 1+e7Y

=—In@l+e’)+y+In(l+e™)
=Yy

Entdo, impondo um Modelo de Regresséo Logistico Linear para estimar P(Y = 1) =
p(x) (tratando o caso linear simples, somente com uma variavel explicativa), tem-se o
modelo dado por:

LOGIT p(X) = u=Po + f1x que € 0 NOSSO Y.
A aplicagdo desse modelo para x = 0 resulta:

ef’o*‘f’ro Bo y
o = ;— da forma
+e T 1ye” 1+e’

P(0) =P(Y =1]x=0)=

7.4. Modelo Logistico Linear Multiplo

Mas, quando o interesse estd em se estabelecer a relacdo entre a variavel
resposta Y e as diversas variaveis explicativas Xi, Xo, ..., Xp-1 que podem representar
fatores de interesse, 0 Modelo Logistico Linear Multiplo tem a forma:

LOGIT p(X) = Bo + lel + B2X2 + ..+ Bp-lxp-l =p
ou

u u 1
P(¥) = p(Xy, Xz, Xp 1) =€  /(1+e )Zm

onde n= Bo+ P1X1 + PaXo + ...+ Bp_lxp_l = i('ﬂ
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8. ANALISE DE AGRUPAMENTOS (CLUSTER ANALYSIS)
8.1- Introducéo

A analise de agrupamento é distinta dos métodos de classificacdo discutidos
anteriormente. Classificar € concernente com um numero de grupos conhecidos e o
objetivo operacional é fixar uma nova observacdo em um destes grupos. Agrupar é
uma técnica mais primitiva no sentido de que nenhuma suposicéo € feita quanto ao
numero de grupos ou estrutura de agrupamento. O agrupamento é feito na base de
similaridades ou distancias (dissimilaridades).

Existem os “bons” grupos e os “maus” grupos. Existem algoritmos para,
computacionalmente, procurar 0s bons agrupamentos, com base nas medidas de
“proximidade” ou “similaridade”.

8.2- Medidas de Similaridades

8.2.1- Distancias e Coeficientes de Similaridades para Pares de Itens

Quando itens (unidades ou casos) sdo agrupados, a proximidade é usualmente
indicada por alguma espécie de distancia. Por outro lado, varidveis sdo usualmente
agrupadas com base nos coeficientes de correlacdo ou outras medidas de avaliagdo. A
distancia Euclidiana entre duas observagfes multivariadas de dimensdo p,

!/ - ! -

x =k, ey = Ve,

é dada por:

d(x,y) = 0 =) 2+ 0 = ¥,) Pt (6, = ¥,)P = (= y) (x— y) =[x -]

A distancia estatistica entre as mesmas duas observacgdes é da forma:

d(x,y) =/ (x—y) A (x—y)

onde A é tal que d(x,y) > 0. Assim (x -y )A™*(x -y) é uma forma quadratica e as
entradas de A sdo variancias e covariancias amostrais. Contudo, sem conhecimento
dos grupos distintos, estas quantidades ndo podem ser calculadas, e entdo a distancia
Euclidiana é preferivel na Analise de Cluster.

Outra medida de distancia é a métrica de Minkowski ,
1

d(z,z)=[ilxi | ]

i=1

85



86

Param =2 d(x,y) ¢ adistancia Euclidiana. Em geral variando m é feita uma troca
de pares dando maiores e menores diferencas. Sempre que possivel, é aconselhavel
usar distancias verdadeiras, isto €, distancias satisfazendo as propriedades:

1%) d(P,Q) = d(Q,P) (simetria)

29 d(P,Q)>0 se P=Q (positividade)

3dP,Q)=0 se P=Q

4%) d(P,Q) <d(P,R) +d(R,Q) (desigualdade triangular, com R um ponto

intermediario)

para agrupar objetos. Por outro lado, varios algoritmos de agrupamento aceitam
distancias que podem néo satisfazer, por exemplo, a desigualdade triangular. Quando
0S objetos ndo podem ser representados por medidas p-dimensionais, entdo os pares
de objetos sdo comparados com base na auséncia ou presenca de certas caracteristicas
e é claro que itens semelhantes tém mais caracteristicas em comum do que itens ndo
semelhantes.

EXEMPLO 1:

Sejam p = 5 variaveis binarias que indicam presenca (1) ou auséncia (0) de certas
caracteristicas nos objetos A e B, adiante:

Variaveis (Caracteristicas)
Observacdes | C1 C2 C3 C4 Cs
O, 1 0 0 1 1
O, 1 1 0 1 0

A distancia Euclidiana ao quadrado d?(A,B) = |a—b|’
F0

-1

d?(A,B)=|| 0 ||* =0% +(=1)* +0* + 0% +1* = 2 (norma do vetor ao quadrado)

0

1

fornece uma medida do nimero de ndo emparelhamentos em um par de objetos e é
claro que um numero grande de ndo emparelhamentos indica uma menor
semelhanca. Mas, uma ponderacdo nos empates (emparelhamentos) em (1-1) e (0-0)
é necessaria pois pode ocorrer da presenca de uma caracteristica ser mais forte do que
a auséncia. Por exemplo: se 1 significa “1€ grego antigo”, ¢ 6bvio que o empate em 1-
1 é maior indicador de semelhanca que o empate 0-0 (ndo Ié grego antigo). Assim é
razoavel diminuir o nimero de igualdades 0-0 ou até desconsidera-las completamente.
Desse tratamento diferenciado para igualdades 1-1 e 0-0 surgiram diversos esquemas
para definir COEFICIENTES DE SIMILARIDADES.

Seja a tabela de contingéncia para os itens i e k:
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item k
1 0 TOTAL
item i 1 a b a+b
0 Cc d c+d
TOTAL at+c b+d p=a+b+c+d

onde : a = frequéncia de igualdades 1-1

b=« “ desigualdades 1-0
C — (13 (13 (13 0_1
d= ¢ “ igualdades 0-0

Entdo os coeficientes usuais de similaridade sdo dados no quadro adiante.

COEFICIENTE PONDERAQAO
S(i, k)
1) a+d 1) pesos iguais para 1-1 e 0-0;
p
2) 2(@+d) 2) “ em dobro para 1-1 e 0-0;
2@+d)+b+c
) a+d
a+d+2(b+c) 3) ¢« «“ “ paral-0e0-1,
a .
4)5 4) desconsiderando 0-0 no numerador;
5 a 5 ¢ 0-0 no numerador e denominador;
a+b+c
2a
) 2a+b+c 6) «“ o “ e com peso em dobro para 1-1;
7)L 7) desconsiderando 0-0 no numerador e denominador e peso em
a+2(b+c) dobro para as desigualdades
82
b+c 9) razdo das igualdades para as desigualdades, excluindo 0-0
EXERCICIO:

Suponha que cinco individuos possuem as seguintes caracteristicas registradas na
tabela adiante:

individuo altura Peso cor dos cor dos habilidade Sexo
olhos cabelos manual
1 68 pol 140 Ib verde louro destro feminino
2 73 185 “ castanho | castanho « masculino
3 67 165 « azul louro «“ masculino
4 64 120 “ castanho | castanho « feminino
5 76 210 « castanho | castanho canhoto | masculino
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a) Defina as variaveis binarias
b) Monte o quadro considerando as variaveis binarias definidas

¢) Usando o coeficiente de similaridade u, construa a matriz dos coeficientes de
p

similaridades de ordem (5x5) para os n = 5 individuos
d) Faca alguma conclusdo com base nos coeficientes de similaridade

A . - T - a+d
e) Vocé teria alguma critica a fazer ao coeficiente de similaridade S(i,k) = ?

8.2.2. Relagao entre coeficiente de similaridade e distancia

Pode-se escrever S (i,k):;_, onde0< S (i,k)< 1
1+d(i k)

pois diminuindo a distancia aumenta a similaridade e vice-versa. E sempre possivel
construir coeficientes de similaridades a partir das distancias, contudo néo é possivel

construir as distancias a partir das similaridades, a ndo ser que S seja ndo-negativa
definida e § (i,i) = 1. Desta forma d(i,k) = \/2(1-S(i,k) tem as propriedades de

uma distancia.
8.2.3. Similaridade e medida de associacao para pares de variaveis
Quando as varidveis sdo binarias, os dados podem ser colocados na forma de uma

tabela de contingéncia. As variaveis delineiam as categorias. Para cada par de
variaveis existem n objetos categorizados na tabela, assim tem-se:

Variavel k
1 0 Total
Variavel i 1 a b at+b
0 C d c+d
Total a+c b+d n
e o coeficiente de correlacdo amostral €  r= ad —be que pode ser

J(@+b)c+d)(a+c)(b+d)
tomado como uma medida de similaridade entre i e k.

EXERCICIO

O significado das palavras muda com o curso da historia, contudo o significado dos
nimeros 1, 2, 3, ... ¢ uma notavel excecdo. Uma 1% comparacédo de linguas pode ser
baseada nos numeros. A tabela adiante mostra os primeiros 10 nimeros em Inglés,
Polonés, Hungaro, e 8 outras linguas modernas européias. Consideram-se linguas que
usam o alfabeto romano e omite-se acentos na analise. A matriz com as freqliéncias de
concordancia entre as linguas esta em seguida.
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Inglés Norueg. Dinam. Holandés Aleméo Francés Esp. Ital. Pol. Huang. Finlandés

I 10
N 8
D 8
H 3
A 4
F 4
E 4
I 4
P 3
H 1
F 1

10

9 10

5 4 10

6 5 5 10

4 4 1 3 10

4 5 1 3 8 10

4 5 1 3 9 9 10

3 4 0 2 57 6 10

2 2 2 1 00 O 0 10

1 1 1 1 11 1 1 1 10

Vocé poderia agrupar algumas linguas?

DISTANCIA DE MAHALANOBIS

Além da distancia Euclidiana, ja vista, existe a distancia de Mahalanobis (estatistica)
que leva em conta a matriz de variancias e covariancias, S, das variaveis aleatorias e
que é dada pela expressdo: d(i,j) = (xi - x,—’)’S'l(xi - X;’) para os pontos de
coordenadas X;e X; .

8.3- Agrupamento Hierarquico

No método aglomerativo hierarquico, de inicio existem tantos grupos quanto objetos.
Diversos objetos semelhantes sdo agrupados primeiro, e estes grupos iniciais sao
fundidos de acordo com suas similaridades. Eventualmente, relaxando no critério de
similaridade, todos os sub-grupos sdo fundidos dentro de um grupo Gnico. No método
aglomerativo hierarquico o procedimento é o seguinte:

1)

2)

3)

4)

Iniciando com n grupos (existem n objetos) calcula-se a matriz de distancias
(ou de similaridade) de ordem n x n com djj sendo a distancia (ou similaridade)
entreiej;

D = (dy)

Na matriz D acha-se o par de grupos mais préximos (mais similares) e junta-se
€SSes grupos;

O novo grupo formado é denominado (A,B), p.ex., se 0s grupos primitivos do
par sdo A e B, nova matriz de distancias é construida, simplesmente apagando-
se as linhas e colunas correspondentes aos grupos A e B e adicionando-se a
linha e coluna dadas pelas distancias entre (AB) e 0s grupos remanescentes;
Repete-se 0s passos 2 e 3 (n-1) vezes, observando-se a identidade dos grupos
que sdo agrupados e os niveis (distancias ou similaridades) nos quais ocorrem
0S agrupamentos;
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8.4- LigacOes
No item 8.3 descreveu-se 0 método aglomerativo hierarquico, e ali é feito referéncias
a formacao dos agrupamentos, mas como isto € feito? Os agrupamentos sdo feitos por
ligacdes.
8.4.1- Ligacao Simples (ou vizinho mais préximo)
Na ligacdo simples o agrupamento é feito juntando-se os dois grupos com menor
distancia (ou maior similaridade). Uma vez formado o grupo AB, na ligagdo simples,

a distancia entre AB e algum outro grupo C € calculada por:

deae)c = min{dac,dsc}

Os resultados obtidos sdo dispostos graficamente em um grafico chamado diagrama
em arvore ou DENDROGRAMA, que possui uma escala para se observar os niveis.

EXERCICIO1

Dada a matriz de distancias abaixo, faga uma analise de agrupamento construindo o
dendrograma.

0
9 0
D=(dj;)=3 7 0
6 5 9 0
11 10 2 8 0]
EXERCICIO 2

Considere a matriz de concordancias do exercicio das linguas, logo a matriz das ndo-
concordancias é um tipo de matriz de distancias. Construa a matriz das distancias e a
partir dela o dendrograma.

8.4.2- Ligagdo Completa (vizinho mais longe)

Na ligacdo completa o procedimento é muito semelhante ao da ligagdo
simples, com uma Unica exce¢do. Em cada estagio, a distancia (ou similaridade) entre
grupos é determinada pela distancia (ou similaridade) entre dois elementos, um de
cada grupo e, que sdo os mais distantes. Assim, a ligagdo completa assegura que todos
os elementos no grupo estdo dentro de alguma distdncia maxima (ou minima
similaridade) de cada outro grupo. O algoritmo aglomerativo comega determinando a
menor distancia dix, constroi-se a matriz das distancias D = (dik) € 0s grupos vao se
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juntando. Se A e B sdo dois grupos de um unico elemento tem-se (AB) como novo
grupo. A distancia entre (AB) e outro grupo C é dada por diag)c = max {dac) , dec)}-

EXERCICIO 3

No exercicio 1 faca uma Analise de Agrupamento, inclusive com dendrograma,
adotando a ligacdo completa.

8.4.3- Ligacdo Média

No procedimento com ligagdo média a distancia entre dois grupos é a distancia
média entre todos os pares de itens. Assim, dada a matriz de distancias D = (dix) tem-
se o grupo (AB) formado devido dag = min{di} Vik e a distancia entre (AB) e C e

dada por:
2.2
ik

deas)c =
Nag)Ne

EXERCICIO 4

Faca um esquema gréafico para ilustrar os trés tipos de ligacGes estudadas.

8.4.5- Método de Agrupamento N&ao-hierarquico

O agrupamento ndo-hierarquico € uma técnica usada quando se deseja formar
k grupos de itens ou objetos, especificamente. Evidentemente, pode-se usar a técnica
para outras propostas. O método de agrupamento ndo-hierarquico mais usual é o das
k-médias, cujo algoritmo € o que segue abaixo.

5) Particdo dos itens em k grupos iniciais;

6) Prosseguir com a lista de itens, colocando cada item no grupo cuja média
(centrdide) esta mais préximo, usualmente calcula-se a distdncia usando a
Euclidiana com observacfes padronizadas ou ndo, sendo o centrdide recalculado
para o0 grupo que recebeu um novo item e para o grupo que perdeu o item;

7) Repete-se 0 segundo passo até que nao restem relocacdes a serem feitas.

EXERCICIO 5

Suponha que n6s possamos medir duas variaveis X; e X, para cada um dos itens A,
B, C e D. Os dados estdo na tabela abaixo. Agrupe os itens em dois grupos tais que 0s
itens dentro de um grupo estejam mais proximos uns dos outros do que dos itens do
outro grupo.

Item | X X2
A 5 3
B |-1 1

C 1 -2
D -3 -2
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9. DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

9.1 - Introducéo

Dizemos que um vetor aleatdério tem distribuicdo Normal Multivariada se possui a
mesma distribuicdo de uma transformacdo afim de normais padrdes independentes.
Isto significa que se Xi, X, ..... Xp séo i.i.d. N(0,1), entdo o vetor Y’=[Y1,Y, ....
Yol onde Yi= pi+agj Xo+ agXo+ .+ Xp paraij=1.2, .., p, possui distribuicdo
Normal p-variada. Na forma matricial temos Y = A’X + p onde A é a matriz da
transformac&o, real p x p, e u € um vetor real p-dimensional. Entdo dizemos que Y
tem distribuicdo Normal p-variada com média u e matriz de covariancias * = A’A, ou
seja, Y’ ~ N(y, X).

9.2 - A funcéo densidade de probabilidade da Normal p-variada

A densidade do vetor Y é dada por:

1 gy
Hya, Yoo oY) = e 2 g WP e s ¢ definida ndo-
(V2r)®[z|2
negativa.
EXERCICIO 1

Seja o vetor aleatorio [Y1, Y2] com distribuicdo Normal Bivariada. Escreva:
a) af.d.p. do vetor Y;

b) determine as distribuicdes marginais: fyi(y1), de Y1, e fya(y2) de Y;

c) determine a matriz da covariancia, X, do vetor Y ;

d) a matriz de correlacdo do vetor Y ;

EXERCICIO 2

11
Sejam o vetor de médias p’ =[0, 0] e a matriz de transformagao A = ‘/15 ‘/E para

22
a transformacédo do vetor X’ = [Xj, X2] no vetor Y’ = [Yy, Y] com X; v.a’s i.i.d
N(0,1).

a) Escreva a equacéo da transformacéo para cada componente do vetor Y;;
b) Quais as distribuicdes marginais de Y e de Y>,?

¢) Qual a distribuicdo de W; = X3+X; e a de Wy = X;-X,?

d) Qual a matriz de covariancias de Y?
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e) Qual af.d.p. (conjunta) de Y?

EXERCICIO 3

Seja o vetor aleatorio [Y31, Y] com distribuicdo Normal Bivariada com o; = oo.
Escreva:

a) af.d.p. do vetorY;
b) a matriz de covariancias do vetor Y, %;
c) as densidades marginais de Y, e Y;

9.3 - Contornos (contours) em densidades de probabilidade constante

Na expressdo, citada, da Normal p-variada é possivel ver que o lugar
geométrico dos valores de y a uma altura constante no eixo da f.d.p (f(y)) séo
elipsdides centrados em u , ou seja, sdo elipsoides definidos por (y - u)’=™(y - p) = ¢2
Os eixos de cada elipsoide de densidade constante estdo nas direcdes dos autovetores
de = (e também de =) e seus comprimentos sdo proporcionais aos reciprocos das
raizes quadradas dos autovalores de . Assim considerando a expresséo:

1 - (y-a)

flyn o oo s Vo) = ———
(V27)*[z|2

0s eix0s s30 + /A, e;.

EXERCICIO 4

Para a situacdo do exercicio 3, pede-se:

a) os autovalores de Z;

b) os autovetores deX;

c) os eixos considerando o contour associado a f.d.p. no valor ¢ ;

b) o comprimento de cada eixo e o angulo que o eixo maior faz com o eixo Y;.
e) Faca um esboco da figura gerada na solugéo do problema.

RESULTADO 9.1
Seja o vetor X ~ Ny(u, £) com |Z| > 0. Entédo:

a) (X-u) (X -p)~ x5 (qui-quadrado com p graus de liberdade);
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b) a Np(u,Z) assume probabilidade 1 - o para o elipsoide (solido) {x | (X - w)’ >Hx -
H) S Z’z) (1-0()},

onde x5 (-w) denota 0 100(1-) percentil da distribuicdo ;. Assim, o elipsoide x
satisfazendo (x - p)’ 2'1(1 -w) < ;(f, (1-o) tem probabilidade 1 - o (obs. vejaex. 9)

EXERCICIO 5
Suponha que Y ~ Na(u, =) tal que p’=[15, 20] ¢ 61°= 6,°=25e p = 0,6.

a) Escreva a expressao da f.d.p. na forma vetorial e na forma classica;

b) Determine os autovalores de X;

c) Determine os autovetores de Z;

d) Determine os eixos de um ‘contour’ (curva de nivel) associado a constante ¢

e) Determine o comprimento de cada eixo da curva de nivel do item anterior;

f) Determine o angulo que o eixo maior faz com o semi-eixo positivo das abscissas;

EXERCICIO 6

Em quais circunstancias a curva de nivel do exercicio anterior € um circulo?

EXERCICIO 7
Seja o vetor Y ~ Na(u, X) do exercicio 5, determine:

a) ovalorde y; tal que P[(y - n) SHy-p) < 25 w] =1-0a=0.90;

b) Descreva como a Nj(u,X) assume a probabilidade de 0.90 para o elipséide sélido
(cilindro eliptico) e também faca o esboco do elipsoide;

c) Facaa interpretacdo geométrica dessa regido tridimensional;

d) Faca a interpretacdo estatistica dessa regido tridimensional;

e) Escreva a equacdo da elipse que gera o elipséide de 90% de confianca;

f) Considerando a equacdo da elipse encontrada no item anterior verifique quais dos
pontos seguintes caem dentro da elipse de 90%: P1(23, 25), P,(10, 15), P5(19,
14.435), P4(12, 28).

EXERCICIO 8

Na situacdo do problema anterior considere a transformacéo tal que Y; -y =y e Yz -
12 = y», de modo que a equacdo da elipse torna-se: %[yl2 +yZ-12y,y,]=c?.

a) Explique, geometricamente, o que ocorreu com essa transformagéo;
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b) Considerando que a equagdo da elipse de 90% € dada por y? +y3 -1.2y,y, = 73.680,
faca um esboco da elipse e marque os 4 pontos do exercicio anterior.

EXERCICIO 9 (Densidade Condicional da Normal Bivariada)

Seja o vetor Y ~ Na(u,X), determine a f.d.p. f(y1]y2), condicional de Y; dado Y;=vy,.

RESULTADO 9.2

Se T é definida positiva tal que =™ existe, Te = Le implica em =% = (1/1)e de modo
que ao par de autovalor/autovetor (A, €) de = corresponde o par de autovalor/autovetor
(1/%, €) de =™ e ainda =™ é definida positiva.

EXERCICIO 10
Prove o resultado anterior.

RESULTADO 9.3
Dado a matriz B simétrica, positiva definida, de ordem pxp e o escalar b > 0,

entdo L etz 1

r “Tap (2b)PPe™* para toda matriz positiva definida = com a

igualdade valendo somente para X = 2—1b B.

EXERCICIO 11
Prove o resultado anterior.

RESULTADO 9.4

Seja X1, Xz, ... , Xy uma a.a. de uma populacdo normal p-variada com média p e
matriz de covaridncia . Entdo, 2=X e £= nT_ls sdo respectivamente 0s

estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros p e X.

EXERCICIO 14
Prove o resultado anterior.

9.4 - Estatisticas suficientes
Da expressdo da funcdo densidade de probabilidade conjunta

1 —tr[Z*(i(z =R %) +n(X-p)(Z-p) 1/ 2
f(X1, X2, ooy Xp) = = i observa-se que a f(x,
- n
(27) 2 |32
Xz, .... , Xn) depende do conjunto das observacfes somente através da média amostral
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X e da soma de quadrados e produtos cruzados Z(ZJ -X)(x; -%)'= (n-1)S. Isto
j=1

significa que X e (n-1)S sdo estatisticas suficientes para estimar p e X. Entfo, dada a

a.a. [Xi1, Xz, .., Xn] de uma populagdo normal p-variada com vetor medio p e matriz

de covariancia X, as estatisticas X e S sdo estatisticas suficientes para estimar os
parametros, respectivamente.

9.5 — Distribuicdo amostral de X e S

Seja a aa. [Xi, Xp, ... , Xa] da v.a. X ~ Np(w,X), entdo a distribuicdo de X é
determinada de forma analoga ao caso univariado e tem-se que X ~ Np(u, l2) ea
n

distribuicdo amostral de (n — 1)S segue a distribui¢do de Wishart. Resumindo tem-se:

o X ~No(u %z)

e (N—1)S~Wishartcomn—1 g.I’s
e X e Ssdo independentes.

A distribuicdo de Wishart é definida como a soma de produtos independentes de
vetores aleatorios normais, ou seja, Wn(.|Z) € a distribuicdo de Wishart com m g.I’s

do produto > z,z; onde Z; ~ Np(0, Z).

]
=1

o Jn(X-w < NyOS)
o N(X-ws*(X-w =1

EXERCICIO 12

Enuncie o Teorema Central do Limite para o caso multivariado.

e R. “Seja [Xj, Xz, ... , Xn] observacOes independentes da v.a. X ~ Np(u, X). Entéo
Jn (X - w) tem aproximadamente distribuigdo Np(0, =) para n grande e ainda a
magnitude de n pode ser relativamente a p”.
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9.6- Testes sobre os parametros de locacao e de disperséo de
distribuicdes normais multivariadas e regifes de confianca

9.6.1- Testes da Razéo de Verossimilhanca

A estratégia geral dos Testes da Razdo de Verossimilhanga é maximizar a funcéo de
verossimilhanca sob a hipotese Hy e também maximizar a fungédo de verossimilhanca
sob a hipotese alternativa Hj.

Def. Se a distribuicdo do vetor aleatorio X’ = [X3, X, ..... , Xp] depende do vetor de
parametros © ese Hyp: 6 € ®p e Hy; : 6 € ®; sdo as hipoteses envolvidas no teste,
entdo a estatistica da razdo de verossimilhanca que testa Ho contra Hy é definida por:

7»(5) = L*/Lo*

onde L;* é o maior valor que a funcdo de verossimilhanca assume na regido ®; i =0,
1. Equivalentemente, pode ser usada a estatistica:

-2log(A(x)) = 2(I1* - 10®)

onde I;* = log(Li* ). No caso de hipoteses simples, onde cada regido ®; i =0, 1
contém somente um unico ponto, as propriedades Otimas da estatistica razdo de
verossimilhanca sdo provadas pelo bem conhecido Lema de Neyman-Pearson. De uma
maneira geral decidiremos a favor de H; quando a estatistica da razdo de
verossimilhanca é alta e a favor de Hy quando ela é baixa. Assim, um teste baseado na
estatistica razdo de verossimilhanca pode ser definido da seguinte forma:

Def. O teste da razdo de verossimilhanca de tamanho o para testar Hy contra H; tem

regido de rejeicdo R = {x | A(X) > c} onde c é determinado tal que sup Py(x e R) =
o (6 de Ho).

9.6.2- Seja testar a hipotese Ho: p = po quando Z e conhecida e X ~ Np(w,X)
Do procedimento do teste da razdo de verossimilhanca tem-se a estatistica do teste:
-2log(A(x)) = 2(11* - 16*) = n (X~ o)™ (X- wo) ~ %, (exata)

Exemplo 1:
Considere a estatistica x ’=[185.72 183.84] obtida de uma a.a. com tamanho n = 25

3 100 O
tomada de uma populagdo Nx( u, £) com X = o 100l

a) Teste a hipdtese nula de que a distribui¢do (populacéo) tem média po’ = [182 182].

Resposta: -2log(A(x)) = 4.31 <y, =5.99 aceitamos Hy
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b) Determine a regido de confianca para as médias p; e
-1
100 0 } {185.72—M1

Resposta: 25(185.72 - 183.84 -
posta: 25( - “2){ 0 100] |18384-p,

}< 5.99

9.6.3- Seja testar a hipotese Ho: p = po quando X é desconhecido e X ~ Np(u, X)

Neste caso X deve ser estimado sob Hy e sob H;. Portanto ambas as hipdteses
sdo compostas. Assim,

2log(M(x)) = 2(11* - I¢*) = nlog(1+(X- o)’ S(X- o)) € [”;pp](z- w0’ SH(X- o) ~

Fp,n-p

Exemplo 2:
Considere as estatisticas x ’=[185.72 183.84] obtido de uma a.a. com tamanho n = 25

91.481 66.875}

tomada de uma populacdo N»( u, ) que também forneceu S =
populago Na( . Z) g {66.875 96.775

Teste a hipotese nula de que a distribuicdo (populacao) tem média po’ =[182 182].
1

91481 66.875}

Resposta:  [(n-p)/p](x- St(x- = (23/2) [3.72 184
p [(n-p)/p](X- 1o)’S™(X- o) (2312) [ ]{66_875 06.775

3.72 .
184 =1.95 < F,,3(0.95)=3.44, logo aceitamos Hy,

9.6.4- Seja testar a hipotese Ho: Z = Xy quando p € desconhecido e X ~Np(u,X)

Os estimadores de mé&xima verossimilhanca de p e ¥ sob Hy sdo, respectivamente, X
e Xo. Sob Hy sdo X e S, portanto,

-2log(M(x)) = 2(4,” - £,7) = ntr(Ze™*S) — nlog|o S| - np

E, esta estatistica é funcdo dos autovalores de ¥0'S e tem-se, ainda, que Xy €
aproximada por S quando -2log(1(x)) se aproxima de zero. Entdo,

2log(M(x)) = 2(¢," - £,7) = n.tr(Ze™S) — nlog|Ze™S| - np = np[a — log(g) — 1] ~ 42
(assintotica).
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Onde, a € a media aritmética dos autovalores, g é a media geométrica e 0 nimero de
graus de liberdade m é igual ao nimero de pardmetros independentes em X, ou seja,

p(p+1)/2.

Exemplo 3

Considere as estatisticas X > = [185,72 183,84] obtida de uma a.a. com tamanho n =
91,481 66,875

66,875 96,775}'

Teste a hipdtese nula de que a distribuicdo (populacdo) tem matriz de covariancia =

100 O ) 100 O
, OU S€ja, Ho: 2 =20 = .
0 100 0 100

25 tomada de uma populagdo Ny(u, X) que também forneceu S = {

SOLUCAO:
A matriz

5 g = {0,01 0 } {91, 481 66,875} 3 {0,91481 0,66875}
0 9= =

0 0,01|/66,875 96,775 0,66875 0,96775

tem autovalores iguais a A; = 1,611 e A, = 0,272. Entdo, a = 0,9413 e g = 0,6619 e,
conseqiientemente, -2log(A(x)) = 17,70. Comparando o valor da estatistica com o
escore x5 (0,95) = 7,81 rejeita-se a hipotese Ho ao nivel de 5% de significancia. Isto é

evidente devido a matriz apresentar forte correlacdo entre as variaveis.

Exemplo 4

91,481 66,875
66,875 96,775

uma a.a. de tamanho n = 25 tomada de uma populagdo N(u, X) com pardmetros
desconhecidos. Teste a hipotese nula de que a populacdo tem matriz de covariancia

100 50 . 100 50
=2= ,ouseja, Hp: £ =2 = .
50 100 50 100

Considere as estatisticas X’ = [185,72 183,84] ¢ S = { }obtidas de

Reposta: a = 0,8092, g = 0,7642 e -2log(A(x)) = 3,9065; portanto, comparando com
75(0,95) = 7,81 aceita-se Ho.

9.6.5- Regido de Confianca do vetor de médias p

Seja 6 o vetor de parametros populacional desconhecido e ® o espaco paramétrico de
0 , ou seja, 0 conjunto de todos os possiveis valores de 6. A regido R(X), onde X é a
matriz com as observagdes multivariadas da a.a. X = [Xi, Xo, ..... , Xn], é dita ser uma
regido de confianca ao nivel de confianga de (1 - o) se,

P[R(X) cobrir o verdadeiro 8] =1 - a

99



100

A regido de confianca para o vetor de medias p de uma populagédo normal p-
dimensional é aquela que:

PIN(X - ) s L (x - o) < =D

[N(X-)ys™(x-u) =p)

quando os parametros p e X sdo desconhecidos e estimados por X € S.

Fonpl-a)]=1-a

EXERCICIO 13

O Departamento de Controle de Qualidade de uma industria de fornos de microondas
recebeu a exigéncia do Governo Federal para controlar a quantidade de radiacéo
emitida quando as portas dos fornos sdo fechadas. Foram feitos 42 pares de
observages da radiacdo emitida por n = 42 fornos escolhidos ao acaso, sendo 1" com
a porta fechada e 2° com a porta aberta. Sejam X; e X, as variaveis medidas (com a
porta fechada e com a porta aberta). Assumindo que essas variaveis seguem a
distribuicdo Gaussiana e que os dados correspondentes aos 42 pares de observacoes
forneceram as estatisticas seguintes:

_10.014 0.012
0.012 0.015

} e X =[0,564;0,603]

a) Calcule os autovalores e autovetores de S;

b) Calcule a elipse de 95% de confianca para p;

c) Verifique se uw’=[0.562 0.589] esta na regido de confianga;

d) Determine o comprimento dos semi-eixos positivos da elipse de 95% de
confianca;

e) Faca um esboco detalhado da elipse de 95%.

9.6.6- Seja testar a hipotese de matrizes de covariancias iguais, ou seja:

G. E. P. Box, em artigos de 1949 -1950, desenvolveu um teste para a hipétese nula
enunciada. A estatistica do teste € baseada em:

M= TTr/S oo
= [Irg-]
i=1 |Sp |

onde S;é a matriz de covariancia do grupo i;

Sy € a matriz de covariancia conjunta (grupos);

n; € 0 numero de observagdes do grupo i;

p é a dimensdo do vetor X amostrado;

g é 0 numero de grupos.

Aplicando uma transformagdo logaritmica em M tem-se como resultado a
estatistica com distribui¢do qui-quadrado adiante:
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B= (LI (-] talSyl - Y00, ~mIs, 1}~

Ep(ml)(gfl)
onde
g 1 1 2p° +3p-1
c=[>, -5 Il
i=1 ni_l Z(ni_l) 6(p+1)(g_1)
i=1
EXERCICIO 14

Verifique por meio de um teste se a hipotese nula Ho: X1 = X, é verdadeira com base
nos dados seguintes:

65,73 0,239 65,73 0,239
0=2,n;=917,n,=83,S; = eS;=
0,239 0,369 0,239 0,369

9.6.7- Verificacdo da Gaussianidade para distribui¢des bivariadas

A suposicdo de Gaussianidade é muito importante em muitas propostas estatisticas.
Por razdes praticas é usualmente suficiente investigar-se a Gaussianidade das
distribui¢fes univariadas e bivariadas. Se as observacdes foram geradas de uma
distribuicdo normal multivariada, cada distribuicdo bivariada pode ser normal e as
curvas de nivel de densidade constante sdo elipses. Assim, pelo resultado 9.1, tem-se:

- w2t (x- 1) < 12 ()

e é possivel esperar grosseiramente que a porcentagem de 100(1-o)% das observagdes
situem-se na elipse de nivel (1 - o) de confianga quando usamos 0 modelo com o0s
parametros estimados por x e S, respectivamente.

EXERCICIO 15

Verifique se os dados das empresas listadas na tabela adiante, ou seja, observacées das
variaveis X; e X, seguem a distribuicdo normal bivariada.

empresa X1 (capital) | X2 (rend. liquido)
1 26.7 3.3
2 38.4 2.4
3 19.2 1.7
4 20.6 1.0
5 18.9 0.9
6 14.8 1.0
7 19.0 2.7
8 14.2 0.8
9 13.7 1.1
10 1.7 0.2
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EXERCICIOS

9

e que uma a.a. de n = 25 observac6es forneceu um centréide de [15.4 , 9.9]. Teste a
hipotese nula de que p’ =[17, 10] ao nivel de 5% de significancia.

« I : A 16 8
1) Suponha uma populacdo normal bivariada com matriz de covariancias * = {8 }

2) Suponha uma a.a. [X1, X, .... , Xn] de uma distribui¢éo normal Np(u , X).

a) Escreva a distribuicéo de v/n(x - x);
b) Escreva a distribuicéo de n (x - x)'S ™ (X - u);

10. COMPARACAO ENTRE VETORES MEDIOS

10.1- Comparacdao entre dois vetores medios: teste T? de Hotelling

Sejam duas populac@es P; e P, das quais foram tomadas amostras de tamanhos n; e n;
respectivamente. Essas amostras forneceram as estatisticas que estimam os parametros

populacionais y; e Zj ou seja: X,, X,, Sie S,. Para se testar a hipotese de que os
vetores médios sdo iguais usa-se a estatistica:

T?=[(X1- X2) - (W - 1w2)] [(1/n1+ 1n2)SpI M [(X1 - X2) - (wt - 12)] que tem por

. n,+n, —2
distribuicéo: T? ~ (ny+n, -2)p D4t
n+n,-p-1 """

EXERCICIO 1

Cinqglienta barras de sabdo sdo feitas de duas maneiras. Duas caracteristicas: X;
(espuma) e X, (brancura) sdo medidas. As estatisticas para as barras produzidas pelos

| | 2 1 2 1
métodos 1 e 2 sdo: X, = [8,1 4,1], X, =[10,2 39], S:1= L 6} > :L 4}'

pede-se:

a) a estimativa da matriz de covariancias X (supondo comum a variancia);

b) o teste da hipOtese de que os dois processos de fabricagdo estdo centrados no
mesmo ponto;

c) os autovalores e autovetores da estimativa da matriz de covariancias X;

d) a elipse de confianca de nivel 95% e verifique se 0 ponto w; - w, = 0 pertence a

regido de confianca.

SOLUCAO
a) Estimativa da matriz de convaridncia comum X
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{2 1} {2 1}
(50 —1) +(50 -1)
5,= (=08 +(n, =S, _ 16 14 _{2 1}

n,+n,—2 50 +50 — 2 |11 5

b) o teste da hipotese de que os dois processos de fabricacdo estdo centrados no
mesmo ponto;

Ho: i =
_ o, 1 1 dree -
T =[(X, - X,) — (1 - )] [(n—+n—)5p] IR, - %)~ (- w)]
1 2
2 17'[-21
T2 = [-2,1 0,2][0,04 = 63,8
1 5 0,2
(n,+n, -2)p ~ 98x2 98x2
T~ . : P.Ny+n,—p-11 entao 9—7F2,50+50—2—1: 9—7F2,50+50—2-1 =

(n,+n,-p-1
2,0206x3,09019 = 6,24
E, como, T2 = 63,8 > 6,24 rejeita-se Ho, ou seja, 0s vetores médios ndo sio iguais.

10.2- Comparacéo entre varios vetores meédios: Manova

Frequentemente mais de duas populacdes necessitam ser comparadas em relacdo aos
seus valores médios. As a.a’s coletadas de k populagdes (k > 2) fornecem estatisticas
usadas para testar a hipdtese de que as popula¢bes possuem mesmo ponto médio. As
suposicdes quanto a estrutura dos dados sdo as seguintes:

12)) as amostras aleatérias das diferentes populagdes sdo independentes;

22, ) todas as populacdo tém a mesma matriz de covariancia Z;

3%) Cada populacdo € Normal Multivariada, sendo que esta condicdo pode ser
relaxada quando os tamanhos das amostras sdo grandes (Teorema Central do
Limite).

EXERCICIO 2

A partir da estrutura dos dados enunciada anteriormente escreva 0 modelo para uma
observagdo multivariada Xj;, decomponha o vetor de observages e monte o quadro da
MANOVA, incluindo os valores de A* , o lambda de Wilks, da distribuigcdo exata de
Wilks. Escreva ainda a expresséo de teste devido a M. S. Bartlett (1938).

EXERCICIO 3

Considere as seguintes amostras independentes das populagdes 1, 2 e 3, que séo
Normais Bivariadas com mesma matriz de covariancia X.
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Popl [93],[62],[97]
Pop2 [04],[20]
Pop3 [38],[19],[27]

a) Calcule os vetores médios amostrais;

b) Construa a tabela da MANOVA,

c¢) Calcule o lambda de Wilks;

d) Calcule a estatistica de teste;

e) Teste a hipotese Hy de que as populagdes tém o mesmo vetor médio ao nivel de
99%.

EXERCICIO 4

O Departamento de Saude e Servicos Sociais de certo Estado subsidia 0s servigos
prestados por asilos de idosos (servicos de amparo a velhice). Esse departamento
desenvolveu um conjunto de férmulas para avaliar o subsidio, baseadas em fatores
como nivel de cuidados, salario minimo e salario médio no Estado. As entidades
podem ser classificadas com base no tipo de estabelecimento (privado, publico e sem
fins lucrativos) e na qualidade dos servigos prestados (SNF, ICF ou combinacdo SNF
& ICF). Um estudo pretende investigar os efeitos do tipo de estabelecimento ou
qualidade dos servicos (ou ambos) nos custos. Quatro despesas, calculadas por
cliente/dia e em horas/cliente por dia, foram selecionadas para anélise:

X1 despesa com o trabalho

X5 “ ¢ a dieta
X3 « de operacdo e manutencado do sistema
X4 « doméstica e de lavanderia

Um total de n = 516 observacOes de p = 4 varidveis foram tomadas e um resumo das
estatisticas esta abaixo:

Privado n;=271 il =[2,066 0,480 0,082 0,360]’
Sem lucro n,=138 i =[2,167 0,596 0,124 0,418’
Pablico n3=107 igz [2,273 0,521 0,125 0,383]’

e as trés matrizes de covariancia amostral sdo:

0,291 0,561
_ £0,001 0,011 10011 0,025

5= 0,002 0,000 0,001 S2= 0,001 0,004 0,005
0,010 0,003 0,000 0,010 0,037 0,007 0,002 0,019
0,261

5, 0,030 0,017
0,003 0,000 0,004
10018 0,006 0,001 0,013
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a) Calcule o vetor medio amostral;

b) Calcule a matriz da SQ entre os tratamentos;

c¢) Calcule a matriz da SQ residual;

d) Construa a tabela da MANOVA,;

e) Calcule o lambda de Wilks;

f) Calcule a estatistica de teste para hipotese de popula¢cdes com mesma media;
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