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2 — A Equacao Quadratica

Como vimos antes equagdes quadraticas ja eram resolvidas por meio de
completamento de quadrados desde os tempos babilonicos. Entretanto, a obtencao de
uma formula utilizando letras para representar quantidades como hoje fazemos,
sintetizando o método de solugdo, ¢ algo muito mais recente.

Isso ocorreu somente com a publicagdo de “La Géométrie” de Descartes, em 1637.
Nessa obra, pela primeira vez, o autor utiliza as primeiras letras do alfabeto a, b, c, ...
para representar constantes e as ultimas x, y, z, u, ... para representar variaveis e
incognitas. Descartes também ¢ o primeiro a escrever produtos na forma de poténcias

ao utilizar-se de letras, por exemplo x-x como x>, x-x-x como x°, etc. E nesse
contexto que a formula para a equacdo quadratica aparece como a conhecemos hoje.

Em periodos anteriores ao século XV, o processo de solugdo das equagdes quadraticas
era registrado de maneira “retorica”, isto €, como uma receita textual, de modo muito
semelhante ao que ocorria na época babilonica. Em [1], por exemplo, encontramos a
referéncia dada pelo matematico indiano Brahmagupta para solu¢gdo de uma equagdo
quadratica no ano de 628 dC:

Ao numero absoluto multiplicado por quatro vezes o coeficiente do quadrado, some o
quadrado do coeficiente do termo médio. A raiz quadrada do mesmo, menos o
coeficiente do termo médio, se dividido por duas vezes o coeficiente do quadrado, é
igual ao termo médio.

As equagdes a que Brahmagupta se refere, quando escritas em linguagem moderna,
sdo da forma ax® +bx=c, sendo ¢ o chamado “nimero absoluto”. Nesse caso, de

Ndac+b* -b

acordo com as explicacdes, pode-se concluir que x = 5
a

Apesar de esfor¢cos de matemdticos como Cardano, tentando compilar o que se

conhecia sobre as solucdes das equacdes quadraticas, as tentativas de sistematizar os

diferentes tipos de solucao dadas por Stevin [7], € somente em “La Géométrie” que

temos uma formula na linguagem e notagdes semelhantes as que conhecemos hoje.

Nessa obra, dentre varias situacdes, Descartes apresenta uma maneira geométrica de

se solucionar equagdes da forma 7z = az-b*, obtendo uma férmula explicita para z

como z=lai /la2—b2 )
2 4

O quadro a seguir, extraido de [3], mostra a evolucao na forma de se representar uma
equagdo quadratica de 1494 a 1693. Ele ilustra a dificuldade de notagdo que se tinha,
e vale lembrar que antes desse periodo o processo de solugdo era descrito de forma
retorica, como ilustramos no caso indicado por Brahmagupta, acima.



Notagdo: X +5x—6=0

Ano Matemadtico Representacio
1494 |° Luca Pacioli Trouame . S . n° che gioto al sno qdrat® facia 6
(itdlia)
1514 | Vander Hoecke I Se. + 5 Pri. dit is ghelijc 6
(Inglaierra)
1521 F. Ghaligai 1C e 5C°-6 numeri.
(ltdlia)
1525 | Christoph Rudolff Sit I, aequatus - 5 3( + 6
(Alemanha)
1545 | Girolamo Cardano Quadratus p 5 rebus aequalis 6
(Htilia)
1553 | Michael Stifel SXK + ly. aequata. 6.
(Alemanha)
1559 J. Buteo LOP Sp[ P6
(ludlia)
. 2 1
1572 Rafaeihlzg;nbelh ]dp. 3_1-) Equale 4 6
1585 Simon Stevin
Holanda) 1+5egalea 6
1591 | Frangois Viéte Q p 5N m 6 aequatur 0
(Franca)
1619 Jolisslgl;rgl 1+ 5egualesa 6
1631 | Thomas Harriot aa+%  ———— +6
(Inglaterra)
1637 | René Descartes x2+5x -6« 0
(Franca)
1693 John Wallis X“+5x-6=0
(Inglaterra) i

Alguns autores, como [6] afirmam tacitamente que foi Viete quem primeiramente
introduziu o simbolismo algébrico que ainda usamos. Isso ndo ¢ de todo verdadeiro. O
autor de [6] ndo cita a referencia histdrica justificando sua posicao e, ao pesquisarmos
a obra de Viete observamos que, de fato, sua notacdo algébrica ¢ completamente
diferente da nossa. Na realidade, essa posi¢do vem da observagdo feita em [2, pag.
67]. Entretanto, ao verificarmos as referencias historicas sobre Viete, citadas por esse
ultimo autor encontramos as seguintes notagdes para as equagoes:

lroldnn A

Proponatar fiquidem, A cubus +- >=322, zquari Zolido. Oportetjam zqffalita-
tem 4 fractionibus quibus laborat, llbcrarc D in A eftoEplanum, ergo 2B erir A,

. = Quargtelictes #Boioin Ding planem itur Z folido. Omnia per D cubum ducantar,’
FRANCI S C I V IET A ergoE plam cnbus—i—B folidoinD inE planum, zquabitur Z folido in D cabum. ’
: 1 C+3-N. equetitr 22, Igitur xat’ ioopaspiav 1 C +— 6 N, «quabitur 1800. é'udlxpu-

0 P E R A paratead vadicem propofite fehabet ut 2 ad £. 1taque quum fit hic 12, illic erit 6.

+lthnlnA Zpla v-nlno v G

] Etfi proponatur A cubus » &quari. veftigiis E plani cii-
M A. I A ' bus =B folidoin D in E planum, zquablrur z planQ plano inD quadratum.
M A. T H E T C 2 1C ~+ 3N, equetur =5 58, Igitur xev’ ioopaipiay ,1C 4-6 N, ¢qu‘bm¢1 1060. é:q,mmf, hic

1 Nio, lﬂnmt;

Etfi proponatur A cubus 2o eAmt. | zquariZfolido. Iifdem veftigiis E plam cu-
In unum Vo]umcn congcﬂ:a bus +- B planoiin E plani.quad., zquabuut Z folido in D cubum.

c Laquetur 270, Igitur xax’ imopospiar, 1 C+3 Q, &g it 2160. & quum fit hic
ac recognita, ,\;.,Tmﬁ,gq el i 3R o f

Etfi proponatur A cubus *—‘Z"—"“; Amd: | pquiriZBmotioo Tifdem veftigiis E planicu-
bus - B plano in E plani quad., a:quabimr Zplano-planoin D quadratum. -

1C+ 3 Q, equetur 332, Igitur xav’ Anpmpmv 5 1C+3 Q, quluran;oo & quum fit hic
1N 10, ;llmm;

Fonte: Versao online da Universidad Complutense de Madrid

Isso mostra a necessidade, ao se estudar historia, de analisar os originais. Nesse
campo, ndo se tolera referéncias imprecisas, secundarias, ou sem verificagao.



No que segue, vamos ver como deduzir a formula para solu¢do da equagao quadratica
por meio do completamento de quadrados, € a correspondente interpretacdo
geométrica das operagdes realizadas.

2.1 — Deduciao por Completamento de Quadrados

Considerando que ax” +bx+c=0, primeiramente observe que deve-se ter a=0 a
fim de que realmente a equagdo seja quadratica. Dessa forma, podemos reescrever a
equagdo assim:

ax’ +bx+c=0

a’x* +abx = -ac Multiplicando por a ¢ isolando o termo sem o x.

(ax)* +b-(ax) =-ac

Aqui fica claro que podemos fazer uma mudanga de variavel colocando y =ax, para
obtermos a nova equagao

y:+b-y=C

em que colocamos ¢ =—ca . O ponto importante nessa mudanca de variaveis € que ela
preserva o termo b, utilizado no completamento de quadrados. E, ao reescrever a
equagdo nessa forma, pode-se mais facilmente dar a ela uma interpretacdo geométrica.

A ideia de se fazer a transformacdo y = ax, e obter uma nova equagdo com 0 mesmo
termo linear ndo ¢ nova. Ela € apresentada no tablete babilonico BM 13 901 para
solugdio da equagio quadratica 11x* +7x =6;15.

Retornando a equacgdo, observe agora que um simples completamento de quadrados
resolve o problema:
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Substituindo na igualdade acima as expressoes (5) = T ¢ =—-ca € y=ax obtemos

b / b’
ax=-—=,[-ca+—
2 4

o —bx~b* -4ac

2a

finalmente

2.2 — Interpretacio Geométrica da Formula

A multiplicagio da expressdo ax’ +bx+c=0 por a, transformando-a na nova
equagio y’+b-y=c através das mudancas de varidveis y=ax e ¢=-ca nos
permite dar uma interpretacdo geométrica ao processo de completamento do quadrado
do membro da esquerda da igualdade. De fato, com base na expressio y* +b-y=c¢
construimos a figura a seguir:

« y — b2 —

—_—,—_— e —
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b B
b/2 =Y 2

2
. b .
O processo que consiste em somar (5) a ambos os lados da igualdade, faz com que
b 2
o membro y’ +b-y+(5) represente a area de um quadrado, como ilustra a figura
. , b ~ x4
acima. Nesse caso, o quadrado tera lado y+5. A conclusdo entdo ¢ que o lado do

2
. N _ (b)) ., 1 ,
quadrado sera igual a raiz quadrada do termo ¢ +(5) , J& que esse ultimo nimero

agora tem o significado geométrico de area.



Se os babilonicos chegaram a essas conclusdes por uma via geométrica nao sabemos,
pois nao ha registro disso, o que levou Neugebauer a indicar em [5] que essa
civilizagdo desenvolveu um pensamento algébrico “de fato”, ainda que o passo na
direcdo de uma notagdo algébrica consciente nao tenha sido dado.

2.3 — Sobre a Nomenclatura “Formula de Bhaskara”

A essa altura de nossas discussdes muitos pontos ja devem ter ficado claros.
Recordemos que Bhaskara foi um matematico indiano que viveu de 1114 dC a 1185
dC. Primeiramente vimos que a formula, como a conhecemos hoje, foi primeiramente
divulgada por Descartes em La Géométrie, em 1637. Antes dessa época, ndo se
usavam letras para representar incognitas ou constantes.

Apesar disso equacdes quadraticas eram resolvidas desde os tempos da babildonia e
sua solugdo registrada de maneira retorica. Essa foi a forma pela qual Bhaskara se
utilizou, tal qual seu predecessor Brahmagupta [1]. Alias, j& em 628 dC Brahmagupta
apresenta uma solucdo retorica bastante completa. Dessa maneira fica a pergunta, por
que atribuir a Bhéskara a férmula ou o método? Isso ndo possui consisténcia histdrica.

Parece que esse costume remanesce na década de 1950 no Brasil. O interessante € que
nem mesmo na India, terra natal de Bhaskara a formula, ou qualquer método de
solucdao para equagdes quadraticas, carrega o nome desse matematico. Ou seja, tal
costume ndo passa de um cliché brasileiro.

2.4 — Duas outras Deduc¢des da Formula para Solucdo da Equaciao Quadratica
No decurso da histéria, apareceram muitas dedugdes diferentes para a formula da
solucdo da equagdo quadratica. No que segue apresentaremos, apenas a titulo de

curiosidade, mais duas delas:

Primeira Deducio:

ax* +bx+c=0

Fazendo a substitui¢ao x = S na equagao acima obtemos:
a

ax* +bx+c=0

2
(u) +b(y;b)+c=o
2a 2a

Desenvolvendo e simplificando,

ay’ —ab* +4a’c=0



y* =b* —4ac

y=+\b" —4ac

Lembrando que x = Y 2_b , escrevemos a variavel y como y=2ax+b . Dessa forma,
a
obtemos:
2ax+b=+\b>-4ac
o —bx~b* —4ac
2a
Segunda Deducao:

O método que apresentamos a seguir ¢ atribuido a Viete [3]. Na equacao
ax’ +bx+c=0
efetuamos a substitui¢do x =u+v . Dessa maneira,
a(u+v)> +b(u+v)+c=0
au’ +2auv+av’ +bu+bv+c=0
Reagrupando os termos em u temos

au’ +av+bu+av: +bv+c=0

A fim de se eliminar o termo em u, ficando somente com o termo em u”, podemos

impor que o coeficiente de u seja zero, isto €, 2av+b =0. Assim, obtemos v=2—.
a

Substituindo esse valor na equagdo acima, encontramos



-b , o ~
Lembrando que v=2—, e também que inicialmente x=u+v, obtemos entdo a
a

formula
X=u+v
ro b NP -dac
2a 2a

Finalmente, a titulo de curiosidade, queremos citar o artigo de Heaton [4]. Segundo

—bx~b* -4ac

esse autor, até 1896 ndo se tinha noticia da formula x = 5 e de sua
a

deducdo como método para solucdo direta de equagdes quadraticas. Apesar das
solucdes de Descartes implicarem diretamente as de Heaton elas eram baseadas em
um método dedutivo geométrico, ndo algébrico.
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	2 – A Equação Quadrática

