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Programacéao Linear Inteira
Viséo Geral dos Métodos de Resolugéo

Técnicas de Enumeracao:
- Particao e avaliacdo progressiva ou Branch-and-Bound (B&B)
- Enumeracao: Implicita
- RestricOes Sogorrate

Tecnicas de Cortes:
- Cortes Inteiros (primais e duais)
- Cortes combinatorios
- Cortes de intersecao
- Método de decomposicdo de Benders

Técnicas Hibridas:
- Branch-and-Cut
- Teoria de Grupo




Branch-and-Bound (B&B)
(Particao e Avaliacéo Progressiva)

v" 1déia: desenvolver uma enumeracdo inteligente dos pontos candidatos a
solucdo otima inteira.

v O termo Dranch referese a realizacdo de particGes no espaco de
solugdes.

v" A aplicacéo de bound limita as particdes a fazer.



Branch-and-Bound (B&B)
Ponto inicial: Relaxar a integralidade

Problema original Problema relaxado
max z = X; + 3X, max z = X, + 3X,
s.a.. X <40 s.a.. X <40
Xy < 60 X, <60
PLI Xz = 10 Esquecer a condicéo de Xp 2 10 PL
Xp X, 220 integralidade X+ X, 220
3X; +2%, < 180 3X; +2X, < 180
X1, X9 =0 X1, X, =0




Sobre o Problema Relaxado

Se o0 problema relaxado é
impossivel

0 problema original é

Sl impossivel

sera Otima para o problema

Se a solucéo 6tima do problema :

relaxado for viavel para o problema entao _
. original
original
xemplo: € -
E mp X2 Solugéo otima Solucao otima
4 para o para o
~ | problema relaxado problema original
=~ _ (40, 60) (40, 60)

_—







Sobre o Problema Relaxado

Exemplo:

2 Problema relaxado 2 . Problema Inteiro
5 5

4 4

3 3

2 2

1 1

o 1 2z 3/s 5 8

‘i X4=9.2 ; X,=2.38 » X4=3; X,=3
OTMO " Max f(X)=8.77 OTIMO  Max £(X)=7.5

Mdximo de f(X) do PLIP €< 8.77



Sobre o Problema Relaxado

Exemplo:

Problema relaxado f Problema Inteiro

X,4=3.69; x,=0.88
Min f(X)=24.8 Min f(X)=44

Minimo de f(X) do PLIP é>24.8

X4=2; X;=2

otimo otimo



Branch-and-Bound (B&B)
Branch (Particionar)

Passagem a subproblemas ou descendentes do problema original.

PL,
Problema original

PL,

PL,

v'Qualquer solucdao viavel do problema original é solucéo viavel de apenas um dos
problemas descendentes.

v'Qualquer solucdo viavel de um descendente é solucédo viavel do problema
original.



Branch-and-Bound (B&B)

Exemplo: Problema de maximizagdo

Bound (Limitar)

PL,
z=174,5

AN

Sol. invidvel

para o PLT
Sol. invidvel PL,
para o PLT Z =68,5

PL,
z=70,8

Os sub problemas gerados a
partir de PL, tferdo z < 68,5,
ou seja, menor que o limite

inferior.

Conclusdo: Ndo se faz partigdo

nesse sub problema.

Sol. viavel
para o PLI

Limite
superior

U@ Limite
inferior

2%



Branch-and-Bound (B&B)
Visdo Geral do Método

PL, 1° passo) Encontrar o 6timo para o problema relaxado.
X1 Xo . - ] .
yi 2° passo) Avaliar: O problema é impossivel? A solucéo é intera?

Se sim pare, sendo...

X;i>[x]+1 3° passo) Realizar particdo na variavel continua x;
onde i=1 ou i=2. Quer dizer que novos problemas,
0s descendentes, surgirdo a partir da incluséo de

novas restricdes|ao modelo.

PL, PL, 4° passo) Encontrar o 6timo para o problema
Xl'ZXZ Xl'ZXZ relaxado e avaliar ...
5% passo) Particionar ...
r oy oy oy 6° passo) Encontrar o 6timo para o problema

relaxado e avaliar ...



Branch-and-Bound (B&B)

max z = X, + 4x,

S. a..

PL,

-2X; + 4%, < 8
2X; +3X, <12
X1, X =0

X ez

Exemplo 1 - Particao de PL, em X,

PL

X,=12/7

Xo< [20/7]
Xo< 2

X,> [20/7]+ 1
X, >3

max z = X; + 4X,
S. a.:

-2X; + 4%, < 8
2X1 +3X, < 12

Xy, X >0

X EZ

N

max z = X; + 4x,
S. a.:

-2X; + 4%, < 8
2X; +3X, < 12

Xy, X =0

XereeZ

X{= 3x2
z=11

PL,
Impossivel

otimo inteiro




Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 1 - Particao de PL, em X,

PL,
4 1 A X=>3
/A 7
v Vo X,<2
9 e © o o
P————5 —
PL, PL;

1 $ X,>3

\oltar



Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 1 - Particao de PL, em X,

PL,

2:20/7
z=90/7=12,85

X< [12/7] X> [12/7]+ 1
X< 1 Xy =2

X,<[5/2] Xp= [5/2]+ 1
X,< 2 / Yj >3
PL,
_ _ PL,
X,=1, %,=2 Impossivel

z=9

PL,
Impossivel




Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 1 - Particao de PL, em X,

PL,

max z = X; + 4X,

S. a.:

2X1 +3X%, <12
<

=L

PL,

max z = X; + 4X,
S. a.:

2%, +3X, <12

X, < 1
X1, X5 = U

i v

max

PL,

S. a..

Z=X;+4x,

-2X;+ 4X, < 8
2X; +3X, <12
Xy, X, >0

/\

PL;

PL,

max z = X; + 4X,
S. a.:

X =L

2X1 +3X, <12
<

RN

S.

PL,
max z = X; + 4X,
a.
2X; +3X, <12

<I

:
x1—, %=

S. a..

max z = X, + 4X,

RN

S.

—Xeeee L

2X; +3X, < 12
>2

:
xl,-z_

—Xeeee L

PL,
max z = X; + 4X,
a.:
2X; +3X, < 12

>2

:
xlg_ 0

— XL




Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 1 - Particao de PL, em X,




Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 2

Maximizar z =5x, +8X,
sujeito a:

X+ X, <6
5X, +9X, <45

+
X, X, €l




Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 2 - Particao de PL, em x,

PL

Sol. invidvel | x,=2,25¢( X2:3,7§) t
z=41,
XM \ 4

PL,
X;=3; X,=3 X{= 1,8, x2-4 Sol. invidvel
Falta analisar z=39 / z=41

alguma / %\\

partigdo?
Ls

Sol. viavel

Sim. P
Sol. invidvel x,=1; X,=4,25
7= 40.4 |mp035|vel
XM X,>5
Sol. vidvel PL; PL, 5
sem X,=1; X,=4 < X,=0; X,=5 Sol. viavel
Inferesse z=37 N 2=40 alta analisar
Sol. étima alguma

partigdo?
Ndo.



Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 2 - Particao de PL, em X,

PL,
Sol. invidvel <:x1:2,2§“>)(2:3,75
z=41,25
2 = X33
PL, PL, t
SOI. |nV|dvel X1:2’ X2:3’88 X1:3, X2:3 Sol Vidvel
z=41,11 z=239
I
PL PL
Sol. 3 4 L,
vidvel Xlzl_; X,=3 X1:1’§; X,=4 Sol. inviavel
sem z=34 z=41
interesse X M \Xlz 2
PL.
PL
Sol. invidvel | %=1;X,=4,44 §
7 = 40,55 Impossivel
g4 —"
Sol. PL- Sol. vidvel
vidvel X,;=1; x,=4 .
sem 7 =137 Falta ar!a|~|sar' N
interesse Sol. &f alguma partigdo? Ndo.




Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 3 — Problema de Minimiza¢cao

Minimizar z =6x, +8X,
sujeito a:
oX,+ 7X, =40
X, =2

_|_
X, X, €2



limite
superior

Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 3 — Problema de Minimizacao

Sol. invidvel

PL,

x2:2

Z2=42

X,< 4 X;125
— —\
PL, PL,
X;=4; X,=16/7 X1=9; X,=2 Sol. viavel
Z= 29617 X, >3 2= 40 Falta analisar
inferior PL, partigdo?
_ ] X,=18/6; x,=3 Sol. inviavel Sim.
iImpossivel S =
PL; PLs
Sol. invidvel | x,=3: x,=22/7 X,=4: X,=3 | Sol. vidvel
z =302/7 2548  Sem interesse
« V pois 48546
Falta analisar
PL, " _E_L)? _y Sol. viavel 0'9‘.1""109
impossivel 1; "~ 431_ alta analisar par'S‘r.lgao.
N — alguma partigdo? m.

Sol. 6tima



Exemplo 3 (cont.)

PL,

mim z = 6x, + 8x,
S.a..  6X;+ 7X,>40
Xy 22

X1 Xp 20 GM

PL, PL,
mim z = 6x, + 8x, mim z = 6x, + 8x,
s.a..  6X;+7x,>40 S.a..  6X;+ X, >40
Xy =2 Xy >2
X, <4 Xy 25
X1, X, 20 € X >
PL,% 11 %2 PLA X1, X, =0 e X
mim z = 6x, + 8x, mim z = 6x,; + 8x,
S.a..  6X;+ 7X,>40 S.a..  6X;+ 7X,>40
Xy 22 Xy >2
X, <4 X, <4
Xp<2 Xy >3
X1, X9 =0 GM PL5 X1, X9 =0 e X PLG
mim z = 6x, + 8x, mim z = 6x, + 8x,
s.a..  6x,+7x,>40 S.a..  6X;+ 7X,>40
Xy =2 Xy >2
X1§4 X1§4
Xy >3 Xy >3
X1§3 Xq >4
PL7 X1, X, 20 e X PL8 Xy, X, 20 GM
mim z = 6x, + 8x, mim z = 6x, + 8x,
s.a..  bx;+ 7x,>40 s.a.  6x,+7x,>40
Xy 22 Xy >2
X;<4 X, <4
Xy >3 Xy >3
X;<3 X;<3
X,<3 Xy >4
X1, X5 >0 eM X1, Xp >0 GM

\

“ur

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 4



Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 4 — Problema de PLIB

Maximizar z =9x, +5X, +6X, +4X,
sujeito a:
6X, +3X, +5X; +2X%, <10
X+ X, <1
— X, + X% <0
- X, +X%X, <0
X, €{0, 1}, para =1, 2, 3, 4.



Branch-and-Bound (B&B)
Exemplo 4 — Problema de PLIB

limite , PL,
superior Sol. inviavel 1,0,1)
z=16,5
PL, %= =1L,
.5,°'-| (0, 170,1) (1,08, 0,0.8)
viave z=9 z=16,2
limite X,=0 \Xz =1
inferior | PL3 PL4
e | (1,0,08,0) Sol. | (1,1,0,05)
7=138 inviavel 7=16
X,= 0 /\Xf 1 X,= m: 1
PL PL
Sol. > PL, Sol. ! PLg
vidvel| (1 0'_0' 0) Impossivel invidvel| (1 1’_ 0,0.5) Impossivel
z=9 z=16
X, = X,=1
Sol. PLg PL
.’ 10
vidvel < (1’21:’ (1)’40) > Impossivel




Branch-and-Bound (B&B)
Técnicas de desenvolvimento da érvore de enumeracao

Busca em largura Busca em profundidade
PL, PL,
PL, PL, PL, PL,
PL, PL, PL, PL, PL, PL,
/\

PL, PLg




Branch-and-Bound (B&B)
Técnicas de formacao da arvore (escolha da variével de separagéio)

- Variante de Dank (1960)

- Variante de Land e Doig (1965)
- Variante de Spielberg (1968)

- Métodos das penalidades (1965)
- Método de Taha (1971)

- Estratégias dinamicas (1976)

- Outras variantes




Branch-and-Bound (B&B)
Variante de Dank

O autor prop0e que a variavel a ser escolhida para a divisao seja a que
possuir 0 maior residuo.

Exemplo:

PL,
X{=1,25; X,=11,75

res (X;) =X, —[X]=7,25-7=0,25

res (X,) = X, — [X,] = 11,75 — 11 = 0,75




Branch-and-Bound (B&B)
Exercicio

Desenvolva a arvore B&B para os problemas abaixo. Por
conveniéncia, sempre selecione x, como a variavel de
ramificacdo no no 0.
a)
Max Z = 3x; + 2X,

S.a:2X; + 95X, <9

4X, +2X, <9
X1, X, > 0 e inteiras



Branch-and-Bound (B&B)
Exercicio

b)
Min Z = 5x, + 4X,
S.a: 3X; +2X, > 5
2X, + 33X, >
X1, X, > 0 e inteiras



