Departamento de Engenharia de Produg¢do - UFPR 131

Método Aditivo (enumerac¢ao) de BALAS

Um algoritmo enumerativo importante para resolver problemas de programacao
linear binaria é o algoritmo aditivo desenvolvido por Egon Balas (1965). E chamado
aditivo porque todas as operacdes matematicas realizadas consistem em adicionar ou
subtrair. O procedimento consiste em gerar uma sequéncia de solucdes parciais,
adicionando uma varidvel em cada iteracdo e considerando as solucoes
complementares (resto de solucdes possiveis). Desta forma, podemos, por
enumerac¢do implicita, eliminar conjuntos de solu¢des sem a necessidade de avalia-
las exaustivamente. A selecdo da variavel adicionada é feita para reduzir ao maximo a
inviabilidade na solucao atual. Esse método é um procedimento de enumeracao que
encontra o O0timo mais rapidamente. No método de Balas, a eficacia consiste em
avaliar apenas algumas solugdes. O método comega colocando todas as variaveis
iguais a zero e, em seguida, através de procedimento sistematico atribuindo 0 ou 1
para uma variavel; entdo, substituidos em cada uma das restrigoes, a inviabilidade é
determinada.

Para descrever o algoritmo, a seguinte forma geral de um problema de programagao
linear binaria é considerada.

¢ A funcao objetivo deve ser do tipo de maximizagdo, com todos os coeficientes
nao negativos.

e Todas as restri¢des devem ser do tipo <, com o rhs negativo, se necessario.

Seja o PLB (Programa Linear Binario)! na forma
n

max Z=chxj
j=1
n
sa Za”x <b;i=1,..,m

j=
x; €{0,1},j=1,...,n

no qual 0 <c, <+ <c, <c¢;. No caso do problema ndo se adaptar a esta forma
padrao, o mesmo devera sofrer as seguintes transformacoes.

a) V¢ < 0fagax; =1 —x'j (tanto na fungio objetivo como nas restrigdes)

b) troque cada uma das restrigdes do tipo YL, ajX; = b; por duas restrigdes:
uma do tipo };=; aj;%j < b; e outra do tipo }i=; a;;X; = b;.

c) troque cada restri¢do do tipo ¥, a;;%; = b; por — XL, aj%; < —b;.

! http://mayerle.deps.prof.ufsc.br/eps7005.htm
https://e-archivo.uc3m.es/bitstream/handle/10016/10290/PFC Pablo Martin Perez.pdf?sequence=1
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d) reordene as variaveis do PLB de modo quec, < - < ¢, < ¢;.

O algoritmo proposto por Balas consiste em um processo de busca em uma arvore
bindria, na qual a cada né da arvore corresponde uma solu¢do parcial do PLB, cujos
valores das k primeiras variaveis sao conhecidos. A fim de se verificar a possibilidade
de existéncia de uma solucdo viavel e 6tima, a partir desta solucdo parcial, dois testes
deverao ser realizados: i) teste de otimalidade; e ii) teste de viabilidade.

i) Teste de Otimalidade

O teste de otimalidade considera o conhecimento prévio de uma solucdo 6tima
parcial, cujo valor da funcao objetivo é Zstim - Considerando que na solucado parcial as
k primeiras variaveis sao conhecidas, uma estimativa do valor maximo da func¢ao
objetivo para uma solucdo completa derivada desta solucdo parcial, podera ser
obtida através de:

k n
Zestimado = Z CjX; + Z G
=1 j=k+1

Na segunda parcela considerou-se Xxi=1,j= k+1,...,n. As k primeiras variaveis
tem seus valores conhecidos; as demais variaveis sio denominadas de livres.

Se o valor de Zqgtimado fOr superior a Zgiimo, €ntdo é possivel que exista uma solugdo
‘melhor’ gerada partir da solugao parcial. Caso contrario, nao ha solugdao ‘melhor’ que
a disponivel (que é a parcial).

ii) Teste de Viabilidade

O teste de viabilidade, por sua vez, considera que para cada restricio deve ser
satisfeita a seguinte condigao:

k n
Z ainj + Z ainj < bi
j=1

j=k+1
portanto
k n n
Zaijxj <b; — Z ajX; < by — z min(O, ai]-)
j=1 j=k+1 j=k+1

Entdo se para alguma restricao

k n
Z ainj > bi - Z min(O, ai]-)
j=1 j=k+1

conclui-se que nao existirdo valores para as variaveis ainda ndo conhecidas que
permitam a obtenc¢do de uma solugdo que satisfaca a restrigao.
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No caso de falha de um destes dois testes, é necessario rever os valores atribuidos as
k primeiras variaveis.

A ideia geral do algoritmo de Balas é comec¢ar com uma solugdo 6tima nao viavel
(porém dual viavel), e desenvolver a enumeragcdo em busca da solugdo viavel,
mantendo a otimalidade. A solucdo viavel, conforme a enumeracdo avancga, que
produz o melhor objetivo (até aquele momento) é armazenada.

Passo 0

Escreva o PLB (em sua forma dada acima, neste texto). Faca Zsjmo = —0 ek = 1.

Passo 1

Faca xi = 1. Verifique se

k n
Zestimado = z GjX;j + Z Cj > Zstimo
j=1 j=k+1
e
Kk n
Z ajjXj < b; — Z min(O, aij) ,Vi=1,2,...,m
j=1 j=k+1

Em caso de sucesso va ao Passo 3

Passo 2

Faca xi = 0. Verifique se:

k n
Zestimado = z GjX;j + Z Cj > Zstimo
j=1 j=k+1
e
k n
Z ajX) < b; — Z min(O, aij) ,Vi=1,2,...,m
j=1 j=k+1

Em caso de fracasso va ao Passo 4

Passo 3

Faca k = k + 1. Se k < n, volte ao Passo 1. Sendao uma solucao completa melhor que a
Otima temporaria foi encontrada. Guarde esta como sendo a nova solu¢do Otima
temporaria. Faca Zstimo = Zestimado-

Passo 4 (backtrack)

Encontre K = {j|xj =lel<j< k}. Se K = @, entao PARE; a solucdo Otima
temporaria € a solu¢do 6tima do PLB. Em caso contrario, determine k = max{j|j € K}
e retorne ao Passo 2.
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Quando a enumeracao é completada o ultimo valor de Zsimo € associado a solugao
otima do PLB. Se Zstimo = -0, entdo o PLB é inviavel.

Segundo Stanley Zionts (1974), o algoritmo de Balas permite explorar de modo eficaz
o conjunto de solu¢des vidveis do problema, através do exame de cada uma delas no
maximo uma vez, obtendo a solucao 6tima (se ela existir) num ndmero finito de
iteracOes. Vale lembrar, no entanto, que o nimero de possiveis solucoes é de 2n,
sendo n o numero de variaveis de decisao do PLB.

Como desvantagem do método, pode-se citar o fato de que quando o mesmo é
utilizado para resolugdo de problemas cujos coeficientes associados as variaveis na
funcdo objetivo tém valores muito préximos, pode ser necessario um nimero muito
grande de iteragoes.

Exemplo 1 (Prof. Mayerle, UFSC)

max Z= 10x; + 9%, + 7x3 + 5x4 + 2X5 + 1X¢
sa 1xq — 2%y + 2X3 + 1x4 — 2X5 + 1xg < 1
2xq + 1%y — 2x3 — 1X4 + 1xX5 + 2x4 < 2
3X1 + 2X2 - 1X3 + 3X4 - 4‘X5 + 1X6 S 2
Xj S {0,1}
Passo #0
Zstimo = —0 ek =1
Iteragdo #1 (K=1)
X1=1
Zestimado = Z cX + Z C =10 + (9+7+5+2+1) = 34‘ Zestimado > Zétimo Okl

o Yax:1<1-(-240+0-240) .. 1<5 .. ok
o Yax:2<2-(0-2-1+0+4+0) .. 2<5 .. okz
e Yax:3<2-(0-140-440) .. 3<7 .. oke

= Passo 3: Como ok; e okz entdo K = 2. Ir ao Passo 1.
Iteracgdo #2 (K= 2)
X1=1,X2=1
Zestimado = 2. €X + Y, ¢ =(1049) + (7454+2+1) = 34 .. Zestimado > Zstimo .- 0K1

e Yax:-1<1-(040-240) .. -1<3 .. okz
o Yax:3<2-(-2-1+0+4+0) .. 3<5 .. ok
o Yax:5<2-(-140-440) .. 5<7 .. okz

= Passo 3: Como okj e okz entao K = 3. Ir ao Passo 1.

Iteragdo #3 (K= 3)
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X1=1,X2=1,X3=1
Zestimado = Z cx + Z C :(10+9+7) + (5+2+1) = 34 . Zestimado > Zétimo . Okl

e Yax:1<1-(0-240) .. 1<3 .. ok
o Yax:1<2-(-140+0) .. 1<3 .. oky
o Yax:4<2-(0-440) .. 4<6 .. ok

= Passo 3: Como ok; e ok entdo K = 4. Ir ao Passo 1.
Iteracdo #4 (K = 4)
X1=1,X2=1,X3=1,X4=1
Zestimado = ), X + 2. ¢ =(104+9+7+5) + (24+1) = 34 .". Zestimado > Zstimo -~ OK1

o Yax:2<1-(-240) .. 2<3 .. oke
e Yax:0<2-(040)..0<2 .. ok
o Yax:7<2-(-440) . 7<6 .. ~oks

= Como ~ok; entdo ir ao Passo 2. (X4 = 0)
X1=1,X2=1,X3=1,X4=0
Zestimado = Z cx + Z CcC = (10+9+7+0) + (2+1) = 29 Zestimado > Z(’)timo Okl

o Yax:1<1-(-240) .. 1<3 .. okz
o Yax:1<2-(040)..1<2 .. ok
o Yax:4<2-(-44+0) .. 4<6 .. ok

= Passo 3: Como ok; e okz entdo K = 5. Ir ao Passo 1.
Iteracdo #5 (K=15)
X1=1,X2=1,X3=1,X4=0,X5=1
Zestimado = ), cX + ), ¢ = (10+9+74+04+2) + (1) = 29 .". Zestimado > Zétimo .- OK1
e Yax:-1<1-(0) .. -1<1 .. oky
o Yax:2<2-(0)..2<2 .. ok
e Yax:0<2-(0)..0<2 .. ok
= Passo 3: Como ok; e okz entdo K = 6. Ir ao Passo 1.
Iteracgdo #6 (K= 6)
X1=1,X2=1,X3=1,X4=0,X5=1,X6=1
Zestimado = 2. X + Y. ¢ = (1049+74+042+1) .. Zestimado > Zétimo .. OK1

e Yax:0<1 .. ok
e Yax:4<2 .. ~ok:
e Yax:1<2 .. ok
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= Como ~okz entdo ir ao Passo 2. (X6 = 0)
X1=1,X2=1,X3=1,X4=0,x5=1,X6=0
Zestimado = Z cx + Z C= (10+9+7+0+2+0) . Zestimado > Zétimo . Ok]_

e Yax:-1<1 .. ok
e Yax:2<2 .. 0k
e Yax:0<2 .. ok2

= Passo 3: K = 7, entao Zstimo = Zestimado = 28. Ir ao Passo 4.

= Aresolucao do exemplo nao foi concluida (ir ao Passo 4).

Exemplo 2 (Problema da Mochila)

max Z= 7x;+5x, + 3x3

sa 5X1 + 4‘X2 + 2X3 S 8
X; € {0,1}
Passo #0
Zstimo = —0 ek =1

Iteracdo #1 (K=1)
X1=1
Zestimado = 2, X + 2. ¢ = (7) + (543) =15 .. Zestimado > Zétimo .- 0K1
e Yax:5<8-(0+0) ..5<8 .. okz
= Passo 3: Como okj e ok; entdo K = 2. Ir ao Passo 1.
Iteracdo #2 (K= 2)
X1=1,X2=1
Zestimado = 2, X + 2. ¢ = (745) + (3) = 15 .. Zestimado > Zstimo -~ OK1
e Yax:9<8-(0)..9<8 .. ~okz
= Como ~okz entdo ir ao Passo 2. (X2 = 0)
X1=1,X2=0
Zestimado = 2, X + 2. ¢ = (740) + (3) = 10 .. Zestimado > Zstimo .- 0K1
e Yax:5<8-(0)..5<8 .. 0k

= Passo 3: Como okj e okz entdo K = 3. Ir ao Passo 1.
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Iteragdo #3 (K= 3)
X1=1,X2=0,X3=1
Zestimado = 2, X + 2. ¢ = (74+0+3)=10 .. Zestimado > Zstimo .- 0K1
e Yax:7<8 .. 0k
= Passo 3: K =4 e Zstimo = Zestimado = 10. Ir ao Passo 4.

= A resolucao do exemplo nao foi concluida (ir ao Passo 4).

Exemplo 3
max 7Z= 19xq + 10x; + 7x3 + 6X4 + 5x5
sa —=5%; — 1x, + 4x3 — 3x4 — 3x5 < —2
2Xq + 5%, + 3x3 +2x4 —4x5 < 0
—1X1 + 2X2 - 3X3 + 5X4, - 4‘X5 S _2
Xj € {0,1}
Passo #0
Zétimo = —0 ek =1
Iteracdo #1 (K=1)
X1=1
Zestimado = Z cX + Z C =19 + (10+7+6+5) = 4‘7 Zestimado > Z(’)timo Okl
o Yax:-5<-2-(-140-3-3) .. -5<2 .. okz
e Yax:2<0-(04+0+40-4) .. 2<4 .. ok
o Yax:-1<-2-(0-3+0-4) .. -1<5 .. oky
= Passo 3: Como okj e ok; entdo K = 2. Ir ao Passo 1.
Iteragdo #2 (K= 2)
X1=1,X2=1
Zestimado = Z cX + Z c= (19+10) + (7+6+5) = 47 Zestimado > Zétimo Ok1
e Yax:-6<-2-(0-3-3) .. -5<4 .. okz
e Yax:7<0-(0+0-4) .. 7<3 .. ~okz
o Yax:1<-2-(-340-4) .. 1<5 .. ok
= Como ~okz entdo ir ao Passo 2. (X2 = 0)

X1=1,X2=0

Zestimado = Z cX + Z Cc= (19+0) + (7+6+5) =37 .. Zestimado > Z(’)timo C Okl
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e Yax:-5<-2-(0-3-3) .. -5<1 .. okz
o Yax:2<0-(0+0-4) .. 2<4 .. oke
o Yax:-1<-2-(-340-4) .. -1<5 .. ok
= Passo 3: Como ok; e okz entdo K = 3. Ir ao Passo 1.
Iteracdo #3 (K= 3)
X1=1,X2=0,X3=1
Zestimado = Z CX + Z C = (19+0+7) + (6+5) = 37 . Zestimado > Zétimo V. Okl
o Yax:-1<-2-(-3-3) .. -1<4 .. oke
e Yax:5<0-(0-3) .. 5<3 .. ~ok2
o Yax:-4<-2-(0-4) .. -4<2 .. oky
= Como ~okz, entdo ir ao Passo 2 (X3 = 0)
X1=1,X2=0,X3=0
Zestimado = Z cx + Z CcC = (19+0+0) + (6+5) = 30 Zestimado > Z(’)timo Okl
e Yax:-5<-2-(-3-3) .. -5<4 . ok
e Yax:2<0-(0-4) .. 2<4 .. ok
o Yax:-1<-2-(0-4) .. -1<2 .. oke
= Passo 3: Como okj e okz entdo K = 4. Ir ao Passo 1.
Iteragdo #4 (K= 4)
X1=1,X2=0,X3=0,X4=1
Zestimado = Z cX + Z C= (19+0+0+6) + (5) = 30 C Zestimado > Z(’)timo C Okl
e Yax:-8<-2-(-3) .. -8<1 .. oky
o Yax:4<0-(-4) .. 4<4 .. ~ok2
o Yax:4<-2-(-4) .. 4<2 .. ~ok2
= Como ~okz entdo ir ao Passo 2. (X4 = 0)
X1=1,X2=0,X3=0,X4=0
Zestimado = Z cxX + Z C= (19+0+0 +0) + (5) =24 .. Zestimado > Z(’)timo C Okl
o Yax:-5<-2-(-3) .. -5<1 .. ok
e Yax:2<0-(-4) .. 2<4 .. ok
e Yax:-1<-2-(-4) .. -1<2 .. oky
= Passo 3: Como ok; e okz entdo K = 5. Ir ao Passo 1.
Iteracdo #4 (K=15)

X1=1,X2=0,X3=0,X4=0
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Zestimado = 2 cX + Z C = (19+0+0+0+5)=24‘... Zestimado > Zétimo . Ok]_

e Yax:-8<-2 .. ok
e Yax:-2<0 .. ok
e Yax:-5<-2 .. ok

= Passo 3: K= 7. Zstimo = Zestimado = 24 Ir ao Passo 4.

= Aresolucao do exemplo nao foi concluida (ir ao Passo 4).

Exemplo 4 (exercicio)

max Z= 16x; + 8x, + 3x3 + 1x4 + 1x5
sa 2Xq — 2%y + 1x3 — 2x4 +3x5 < 0
—2xq1 + 0%, + 1X3 — 2X4 + 2X5 < —2
—1xq — 5%, + 1x3 + 1x4 — 2X5 < —5
x; € {0,1}

X1=X2=X4=1, X3=X5=0, Z=25

Professor Volmir Eugénio Wilhelm



