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21 — POs-OTIMIZACAO — ANALISE DE SENSIBILIDADE

Geralmente, além de resolver o problema para obter a solugdo 6tima, também € importante analisar em
quais condicbes a solucdo otima de um ppl é valida, e 0 que aconteceria se 0s dados do problema
sofrem alteragfes (mudanga de precos, alteracbes nas restricdes, etc.). Este tipo de estudo e
interpretacdo dos resultados é chamado de analise de sensibilidade, isto €, qudo sensivel é a solucédo
respeito as mudancas nos dados.

Quando estudamos o simplex revisado vimos que:

Ax=b = Nx, +Bx; =b = Bx; =b—Nx,, = B™*(Bx;)=B™(b—Nx, )
IX, = B'b—B*Nx, = Xz = B™b—B™Nx, (solugfo geral )

Z =CgXg +Cy Xy =cB(B‘1b—B‘1NxN )+ Cp Xy =cBB‘1b+(cN —cBB‘lN)xN
Z —(cy —csB*NJx, =c,Bb

Portanto, em qualquer iteragdo, os coeficientes atualizados da funcdo objetivo e os valores das variaveis
basicas podem ser obtidos através das expressdes

-1 h -1
C,=-C,+CgBTA, e Xg =b=B"b

onde c;,Cg, A; sdo coeficientes do ppl e B é a matriz inversa retirada do quadro 6timo.

Estas expressfes podem ser usadas para estudar o efeito na solucdo 6tima da mudanca em coeficientes
da funcéo objetivo e mudancgas no conjunto de restri¢oes.

MUDANCAS EM C;,

Exemplo: Seja o seguinte pl
max Z = X, +3X,

s.a X, <3
2%, +3X, <24
X, X, 20
cuja solucao 6tima é
Base X1 Xo X3 Xa b
Z 1 1 24
X3 1 1 0 3
X2 213 1 1/3 8

a) Suponhamos que a fungdo objetivo passou para Z = (%)xl +3X, . A solugéo continua a mesma?

_ 3 1 0Y1) 3 N 3 1
¢, =—¢,—c,B*A =->—(0,-3 =-2403) |=-2+2==
$TTETRE AT ( )(0 %][2] 2 ( )@ 2 2
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b) Suponhamos que a fungéo objetivo passou para Z = 3x, +3X,. Qual a nova solucéo béasica?
— ' B 1 0)1 1
¢, =-¢,—C,B*A =-3-(0,-3 0 212" -3+(03) , |=-3+2=-1
3 3
Usar simplex para determinar a nova solugéo

c) Secy’ =1, Qual a nova solugédo basica?

o 1 -1 1 O 0 0
¢, =-C,—C,B*A =-1-(0-3 0 13 =-1+(03 . = —1+3 =2 = muda base
3

O quadro final sera

Base X1 X2 X3 X4 b
Z 1 2 1 24
X3 1 1 0 3
Xy 2/3 1 1/3 8
Base X1l X2 X3 X4 b
Z -1/3 1/3 8
X3 1 1 0 3,
X 2/3 1 1/3 8
Base X1 X2 X3 X4 b
Z 1/3 1/3 9
X, 1 1 0 3
Xo 1 -2/3 1/3 6

MUDANCAS EM b,

Seja o seguinte ppl primal:
max Z= X + X,

s.a X, <3
2%, +3X, <24
X, X,20
O quadro final (6timo) é:

Base | X X2 F1 F2 b
Z 1/3 1/3 9
X1 1 1 0 3
Xo 1 -2/3 1/3 6
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d) Suponhamos que b; e b, passem para 1 e 18, respectivamente. Entdo deve-se atualizar os novos
valores das variaveis basicas segundo o novo b.

. —Bp = 1 of1] | 1] [x
° 7 7 |-2/3 1/3]18] |16/3] |x;

e) Qual o menor valor de b, tal que a solugdo permaneca 6tima?
1 0

Xg =B7'b = 3. 3 >0 .0>6
-2/3 1/3| 6 -2+6/3

f) Suponhamos que b; e b, passem para 2 e 3, respectivamente. Entdo

v g 1 072] [ 2
B T 1-2/3 1/3|3| |-1/3

Base X1 Xo = F, b
Z 1/3 1/3 5/3
X1 1 1 0 2
X2 1 -2/3 1/3 -1/3.,
Base X1 Xy F1 F, b
Z 7 1 s
X1 1 3/2 Y Y
F -3/2 1 Y Y
EXEmMPLO 1
Seja
maxZ = 2X; +3X, + X,
s.a X +35X, +5X <1
X +3X, +LX, <3
X, X5, X3 20
Quadro inicial Quadro 6timo
Base | x1 X2 X3 |F1 Fo | b Base | x Xo X3 | F1 F, | b
Z 2 -3 -1 Z 3 |5 1 8
Fi1 i 0+ 3|1 1 X1 |1 14 1] 1
F, i 4 1 1 3 X2 1 2 -1 1 2
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a)

b)

c)
d)

9)

h)

Célculo do Coeficiente atualizado na Funcdo Objetivo — Variavel Bésica
_ 4 -1\% & 10
Cg=(-2-3)-(-2-3 $1=—(-2-3)+(2,3 =(0,0
o=(-2-9)( {_Hj(%j( ><{01j<>

Célculo do Coeficiente atualizado na Funcdo Objetivo — Variavel Nao Bésica

6N=(—1,o,0)—(—2—3)(_41 _ﬂ( ! oj:—(—2—3)+(2,3)(_1 4 _1j:(3,5,1)

01 2 -1 1
Variacdo de coeficiente na Fungdo Objetivo para ndo mudar solucdo étima — Varidvel Bésica
Qual a variacdo do coeficiente da variavel basica x; (c,) tal que a solu¢do 6tima ndao mude

6N=(—1,0,0)—(‘2_02)C1 _ﬂ( X

01
Variacao de coeficiente na Funcdo Objetivo para ndo mudar solucdo 6tima — Varidvel Ndo Bésica
Qual a variacdo do coeficiente da variavel ndo béasica x3 (c3) tal que a solugdo 6tima ndo mude

c ~1y1 10
G =(-,00)-(-2-3( * 1}(3 )zo: <4
3

-1 1 01

W~ W~

wl~N W

Jzo -  2<c,<8

w|~N W~

Mudangas no vetor b
e Suponha que b=(1,3) passou para b"=(1,2)

_ 4 —1Y1) (1
b':B—Blb':( j( :(J>O—>néomudaabase

-1 1 )2
e Suponha que b=(1,3) passou para b”’=(1,8)

— 4 -1)1 -4 —
"= Blb":( 11 j(Sj =l ) — como b, <0, entdo usar o método dual simplex

e Qual a faixa de variacdo de b; tal que a base ndo muda
_ 4 -1\b 4b, -3 4b, -3>0
b"'=B'b"'= F20=| Y |20 7 = §sb133
-1 1,3 —b, +3 —b, +3>0 4

Acréscimo de variavel — vale a pena acrescentar um novo produto?
Suponhamos um novo produto com preco de venda de 3,00 R$ e o vetor consumo As= (1,1).

_ 4 -1Y1 3 « .
C,=— _(_2_3 :—3+(2,3 =-3+6=3>0 — ndo compensa produzir
0

-1 1)1

Acréscimo de nova restricdo: Fazer o pivoteamento. Se necessario, usar dual simplex
* X, +2X, +X; <10— asolucdo permanece 6tima

® X, +2X, +X; <4— asolugdo ndo permanece 6tima — usar dual simplex

_ X +X, +X, <2 X+ X, +X, <2
X1+X2+X3—2_>{1 2 3 _){1 2 3
X, +X, +X; 22 — X, =X, = X3 £ -2
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EXEMPLO 2 ( www.feg.unesp.br/~fmarins/po-i/slides/Capituloll 6 1.pptb )

Num laboratério farmacéutico sdo fabricados 3 produtos, passando por 3 operacdes diferentes. O
tempo (em horas) requerido por cada unidade de cada produto, a capacidade diaria de cada operacdo
(em h/dia) e o lucro unitério por unidade vendida de cada produto (em Euros) sdo as seguintes:

Tempo por Unidade Produzida

Produto 1 | Produto 2 | Produto 3 | Capacidade
Operagao 1 2 3 1 5
Operagao 2 4 1 2 11
Operagao 3 3 4 2 8
Lucro Unitario 5 4 3

A formulacdo do ppl é a seguinte
max Z =5X; +4xX, +3X,

sa 2% +3X, +1x; <5
4x, +1x, + 2%, <11
3X; +4X, +2X; <8
X5 Xy, X3 20

Na forma candénica (padrdo)

Poés-0Otimizacao. Exemplo.

X,- produgdo diaria
do produto 2

F, - ndo utilizagdo
da capacidade diaria
da operacdo 1

X,- produgao

diaria do
produto 1
Xy, Xy, X3, Xy, X5, %5 =0
i F5- nao utilizagao da
X3~ producao diaria capacidade diaria da
do produto 3 operacio 2

F, - ndo utilizacao
da capacidade diaria
da operagdo 3


http://www.feg.unesp.br/~fmarins/po-i/slides/CapituloII_6_1.pptb
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Pés-0Otimizacao. Exemplo.
Solugdes 6timas primal e dual.

a) Descreva as solugdes otimas primal e dual e justifique-as,
economicamente, utilizando a complementaridade de folgas

X*=(2,0,1,0,1,0)
X Cp | Xp »
S5/ % |1 2 o0ol2 0 -1})2
0 X5 0 -5 0}-2 1 0] 1
300, | 0 -1 1|3 0 2]
XY, =2x0=0fp,.y;=0x 120 [0 3 of[-1 0 1] 13
X2 ' y5 =0 X 3 = 0 x5 . y2 = 1 X 0 = 0 v;lores ]simét;icos ‘/ \_ Vzl;;rezls(i)n;it‘rji;os
vaf')i!:i::i;) E{?fo?;a variaveis de
X3 . y5=1 x0=0 Xg: Y3 = 0x1=0 duais decisio duais

Interpretaciao econdémica das solugdes dtimas
utilizando a complementaridade das folgas (1).

primal:x*=(i,o,1,o,1,0)l Dual: Y*=(1,0,1,0,3,0)
Xy =0 mzo:o I

Referente a producdo do produto 1:

Devem ser manufacturadas 2 unidades do produto 1 diariamente,
sendo a valorizagdo interna atribuida as horas gastas nas
operacgoes para produzir uma unidade do produto 1
igual ao seu lucro unitario
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Interpretacao econdmica das solugdes 6timas
utilizando a complementaridade das folgas (2).

| |
primal:x*=(2,6,1,o,1,0)l Dual:Y*z(l,o,l,o,i,O)I

X, ps=0 0-3=0

Referente a producao do produto 2:
A producdo do produto 2 nao é contemplada,
pois a valorizacdo interna atribuida as horas que seriam gastas
nas operagdoes para produzir uma unidade do produto 2
€ maior do que o seu lucro unitario.

Interpretacao econdmica das solugdes 6timas
utilizando a complementaridade das folgas (3).

1 |
Primal: X*=(2, 0, 1, 0, 1,0)' Dual: Y*=(1,0,1,0,3,0) I

X3 Y =0 1-0=0

Referente a producdo do produto 3:

Deve ser manufacturada 1 unidade do produto 3 diariamente,
sendo a valorizagdo interna atribuida as horas gastas nas
operagoes para produzir uma unidade do produto 3
igual ao seu lucro
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Interpretacio econémica das solugdes otimas
utilizando a complementaridade das folgas (4).

|
primal:x*=(2,0,1,0,1,0)l Dual: Y*=(1,0,1,0,3,0)

F y=0 0-1=0

Referente ao recurso 1:
O preco sombra (valorizacao interna)
de uma hora por dia na operacao 1 é positivo e igual a 1 Euro,
pelo fato deste ser um recurso escasso, do qual ndao ha sobras, i.e.,
a capacidade diaria para a operacao 1 (5 h/dia) esta esgotada.

A disponibilidade adicional de 1 hora diaria na opera¢do 1 possibilitaria um

incremento de | Euro no valor do lucro total.

Interpretacao econdmica das solugdes 6timas
utilizando a complementaridade das folgas (5).

Primal: X*=(2,0, 1,0, 1, O)I Dual: Y*=(1,0,1,0,3,0)

Referente ao recurso 2:

O preco sombra (valorizagao interna)
de uma hora por dia na operagao 2 é nulo,
pelo fato deste ser um recurso abundante,
do qual sobra 1 hora diaria do total das horas disponiveis
para esta operacgao (11 h/dia).
O tempo didrio ndo utilizado na operagdo 2 ¢é de 1 hora.
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Interpretacao econdmica das solugdes 6timas
utilizando a complementaridade das folgas (6).

Primal: X*=(2,0, 1,0, 1, 0) Dual:Y*=(1,0,i,o,3,0)I

F;' pi=0 0-1=0

Referente ao recurso 3:
O preco sombra (valorizacao interna)
de uma hora por dia na operacao 3 é positivo e igual a 1 Euro,
pelo fato deste ser um recurso escasso, do qual ndao ha sobras, i.e.,
a capacidade diaria para a operacao 3 (8 h/dia) esta esgotada.

A disponibilidade adicional de 1 hora diaria na opera¢do 1 possibilitaria um

incremento de | Euro no valor do lucro total.

Pos-0Otimizacao. Exemplo.
Alterag¢ao dos termos independentes.

b) Analise as consequéncias econdmicas e de producdao que decorrem
se a capacidade didria da operagao 3 passar de 8 h/dia para 12 h/dia.

X*5— X'+ B1AD, Ab=(0,0,4)| 5 4.3 00 0
Cg | X

X3 + B' x Ab = nova X', 5 % 1 2 of2 o -1 2

b b 0 xs 0 -5 of2 1 of 1
20-1 0 <0

5 2 3 x 0 -1 113 0 2§ 1

1+-21 0 0 = 1 ’

1 30 2 0 0 3 0 -1 M—l 13

Como a nova solugdo é primal ndo admissivel e dual admissivel (as linhas
dos custos reduzidos ndo sofreram alteracdo) pode ser aplicado o algoritmo
dual simplex para atingir uma solucdo étima admissivel.
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Pos-0Otimizacgao. Exemplo.
Alteracao dos termos independentes.

G 5 4 3 0 00
Cy Xp X X X Xy X5 X
5| X 1 2 0 2 0f-11]-2
" - 0| % 0 5 0 2 1|01
Y'=(300,1,50) 30 % 00 -1 1 -3 0f2]09
Z 5 7 3 1 0 1| 17
X:.¥,=0x1=0]x,.y,=0x 3=0 ¢GZ, | 0-3 0 -1 0 -1
— - — 0| x, -1 -2 0 -2 0 1[[2
x2.y5-0x5-0 X5.y2—1X 0 -0 0 x5 O _5 0 _2 l 0 1
3
x3'y6=5xo=0 Xa-y3=2X0=0 xs 2 3 1 1 0 0 5
Z; 6 9 3 |3 0 0 15 I
C}'Z,- -1 -5 0 -3 0 0

Pés-0timizagao. Exemplo.
Alteracido dos coeficientes da f.o.

c) Analise as consequéncias econdmicas e de produgdao que decorrem
se o lucro unitario do produto 1 passa de 5 a 7 Euros.

Cy  Xp Cp | Xp |

5 X 1 2 0 2 0 -1 2 7‘ X1 1 2 0 2 0 -1 2
0 X5 0 -5 0 2 1 01 0l xs 0 -5 0 -2 1 01
30X 0 -1 1 -3 0 2|1 3 x3 0 -1 1 -3 0 21

o -3 0 -1 0 -1/ 13 0-70-50D17

Como a solugdo admissivel primal deixa de ser é 6tima (existe um
custo reduzido positivo) pode ser aplicado o algoritmo primal simplex
para determinar uma nova solugdo étima .
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Pés-Otimizacgao. Exemplo.
Alteracao dos coeficientes da f.o.

co| 7
X*=(5/2,0,0,0,1,1/2) !
— 2Cp | Xg X X X X X X
70 % |1 2 0 2 of11] 2
Xs g -5 0 2 10011
*
Y'=(72,0,0,0,13/2,1/2) oo -1 1 3 0201
Z 711 3 5 0 -1]17
K. ¥, =512x 120 |x,.y,=0x 7/2=0 G-z | 0-7 0 -5 01
70 x | 132 1212 0 0|52
K- ¥5=0X 1312=01 1, .y, =1x 0 =0 0 xs| 0 -5 0 -2 1 0/ 1
0 % | 0.12 12320 1|l12
.. V-=0x1/2=0Ix.. v.=112x 0=0
2 ¥ o s Z | 7212 72172 0 0 f 352
C;'Z; 0-132 12§72 0 0

Exemplo. Alteracao dos coeficientes da f.o.
Interpretaciao econémica.
O lucro unitdrio dopmdelano o6timo depois do incremento

I passa de 5 para 7 Euros
X"=(512,0,0,0,1,1/2), z*=17,5
Y* =(7/2,0,0,0,13/2,1/2)

Plano étimo antes do
incremento

2,0,1,0,1,0), z*=13
1,0,1,0,3,0)

Referente a producao:

Ao incrementar o lucro unitdrio do produto 1 de 5 Euros para 7 Euros, o novo plano étimo:
» contempla a producao diaria de 2,5 unidades do produto 1
evidentemente a perda de oportunidade da produgdo duma unidade do produto I é nula (y,=0)
» ndo contempla a producdo dos produtos 2 e 3

as perdas de oportunidade da producdo duma unidade do produto 2 e do produto 3 sdo positivas
e iguais a 6,5 Euros e 0,5 Euros respectivamente (ys=13/2, y.=1/2).

Economicamente € vantajoso este incremento do lucro unitario do produto 1, pois obtém-se
um incremento de 4,5 Euros no lucro total diario.
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Exemplo. Alteracao dos coeficientes da f.o.
Interpretacao econémica.
Plano 6timo antes do O lucro unitdrio dopra:iw.‘a‘aPlanoé'ww
i to I passa de 5 para 7 Euros
X'=(2,0,1,0,1,0), z*=13 X*=(512,0,0,0,1,1/2), z*=17,5
Y*=(1,0,1,0,3,0) Y* =(7/2,0,0,0,13/2,1/2)

Referente aos recursos:

» O recurso 1 continua sendo um recurso escasso e o seu prego sombra aumenta de 1 para 3,5

Euros por h/dia (x,=0, y,=7/2).

a capacidade de produgdo da operagéo 1 mantém-se esgotada, sendo utilizada ao seu nivel mdaximo disponivel
para a produgdo de um iinico produto: o produto 1 ( 2 hidia * 2,5 unidades do produto 3 =5 h/dia )
» O recurso 2 continua sendo um recurso abundante pelo que o seu pregco sombra continua nulo

(xs=1, y,=0).

no novo plano tambhém sobra 1 hora da operagdo 2

» O recurso 3 passa de recurso escasso para recurso abundante pelo que o seu preco sombra é

agora nulo (x;=1/2, y;=0).
ne novo plano sobram agora 0,5 horas da operacdo 3, e o seu prego sombra cai de 1 até zero (y;=1 — y;=0)

O lucro total z*=c,x; =7-2,5=17,5 Euros =b,y, =5-3,5=w*




