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Resolucao de Sistemas Lineares

Particao da matriz
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Motivacao

Qual sistema é mais facil resolver?

r

a,; X, +a,,x, +K +a, x

In*n

:b1

a,X, +a,,x, +K +a, x. =b,

2n’'n

(3,,X, ta,,X, +K +a_x. =b

m

)
C, X, +C.X, +K +¢, x =d;
c,,X, +K +c¢, x =d,

L c:man — dm
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminag¢ao de Gauss — Introducao

Consiste em transformar o sistema a ser resolvido em um sistema triangular
equivalente, por meio de operacdes elementares. A solucao é entdo obtida,
resolvendo-se um sistema triangular - resolucao de forma retroativa.

Operagoes Elementares - Transformac¢ao do Sistema Linear:
* Trocar duas equacoes;
e Multiplicar uma equagao por uma constante nao nula;

e Adicionar um multiplo de uma equac¢ao a uma outra equacao.

Operacdes elementares garantem gue o sistema obtido é equivalente ao original.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Construcdao da matriz aumentada [A b]

(a, x, +a,,x, +K +a, x_=b,

In"*n

2n"n

a,. X, +a,,x, +K +a, x. =b,
<

3%, T3,,X, +K +a, x. =b,

' 4

(. (1) (1) 1)y, _ K (1) (1) (1)
a11)(1 +a12X2 +K +a1nxn - bl all a12 K aln
(1) (1) 1)y, _ K1) (1) (1) (1)

J a21X1 +822X2 +K +a2nxn - b2 — a21 a22 K aZn
M M O M

(1) (1) 1)y, _ K (1) (1) (1)
\anlxl +an2X2 +K +annxn - l:)n _anl an2 K ann
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Pivoteamento

pivo

[ _(2)  L(2) (2)| (2) ]
. a;;, a;, K a/'b
Zerar coeficientes 11 (122) (12") (12)
de x, usando 8, K ay|b;
operagoes MO MM
elementares (2) (2)| 1 (2)
B anZ K ann bn |
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Pivoteamento pivo

[ (2) (2) (2)] 14 (2)
a11 d 2 K aln bl

0 G K ol

2n

M O M M
0 K a?b?
\ [ _(3)  ,(3) (3)| a(3) ]
5 ficiant a;; a;, K aj|b;
erar coeficientes
0 a) K alb}
de x, usando
operagoes S T M O MM
elementares 0 K a$13n) bf)

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina



Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Estratégias praticas de pivoteamento.

O que acontece se o pivo for nulo?
* Pivo proximo de zero pode levar a resultados totalmente imprecisos.
* Para contornar este problema deve-se adotar uma estratégia para a escolha de

um “bom” pivo.

Pivoteamento parcial
Escolher para pivé o elemento de maior mdodulo na coluna, dentre os que ainda
irao atuar no processo de eliminacao.

Pivoteamento completo

Escolher para pivo o elemento de maior modulo dentre todos os elementos que
ainda irdo atuar no processo de eliminacao.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Resolucao retroativa

Apds a transformacado do sistema a ser resolvido em um sistema triangular, resolve-
se o sistema linear triangular de forma retroativa.

Suponha que apés k iteracdes, alcancou-se a matriz triangular superior. Entdo a
solucao de forma retroativa do sistema triangular é dada pela férmula.

Da n-ésima equacgao calcule o valor de x,; substitua este valor na equacao de ordem
(n—1) e calcule o valor de x,_; substitua os dois valores na equacdao de ordem (n —2)
e obtenha o valor de x,,, ... , até chegar na primeira equacao onde substituira os

valores de x., X, 1, X5, --- , X4, X3 € X, previamente calculados para obter o valor de x,.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Resolucao retroativa

(L(Ky, k) LK) (k) (k)
d;1 Xy = b1 —3ad X _"'_al(n—l)x(n—l) —a; X,
(kly, _— (k) (k) (k) (k)
dyX, = bz —dy3X;3 _"'_aZ(n-l)X(n—l) —ad; X,
(k) (k) _ (k) (k)
An-1)(n-1X(n-1) = b(n—l) —An-1)n%n
f
() (k) \ 1
a’x =b :I' > _ ((k)_(k) N (Y _(k))
L (Ititine Xl_mbl d1oX3 e T A X (ne1) T 910X
diq
Crwiime > | _ L e )
Xz_ﬂ 2 d;3X; aZ(n—l)X(n—l) A0 Xy
dy,
9.
20 1
(k) _ (k) (k)
Xin1) = " (b(n—l)_a(n—l)nxn)
A(n-1)(n-1)
10 1
_ (k)
Xn _m(bn )
L ann
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminag¢ao de Gauss — Exemplo

33X, +2x, +4x; =1 |
X, +X, +2x, =2
A, +3x, —-2x, =4

= J

13
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Numero de Operagoes

Seja um sistema de equagdes lineares Ax =b, com A ..

O numero de operagdes para resolver o sistema via método de eliminacao de Gauss é

aproximadamente igual a

n3

3

Por exemplo, se a matriz A possui dimensdes 500x500, o total de operacdes para
resolver o sistema Ax = b é aproximadamente

3
@ =4,2x10" (42milhdes)
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao LU
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Resolucao de Sistemas Lineares
Decomposicao LU — Introducao

Em muitas situacdes, é desejavel resolver 2 sistemas lineares mais simples do que o
original. Nesses caso, € indicado resolver o sistema linear Ax = b por uma técnica de
decomposicdao da matriz A. Dentre as técnicas de decomposicdao mais utilizadas
destaca-se a Decomposi¢cao LU.

upp U Koougy
0 U22 K Uzn

U=
_ _ M M O M
a;p a1 Ko oagy 0o 0 K u

Al 222 K ap - -
M MO M ] )

1 0O K O
_anl an2 K Ann
\L_ by 1 K 0
M MO M
_|n1 o, K 1_
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao LU — Procedimento

O Uma decomposicdo LU ou uma fatoracdo LU de uma matriz quadrada A é uma
fatoracao A = LU na qual L é triangular inferior e U triangular superior.

O Considere um sistema linear Ax = b onde A é uma matriz quadrada e inversivel.
Suponha que é possivel obter uma Fatoracao LU de forma que LU = A, tal que:

= | seja quadrada, da mesma ordem de A e triangular inferior, inversivel;

= U seja quadrada, da mesma ordem de A e triangular superior, inversivel.

O Assim, fazendo A = LU, temos LUx = b. Substituindo Ux por y (Ux = y), temos que
Ly = b.

d Logo resolver o sistema Ax = b é equivalente a resolver o sistema Ux = y*, onde
y* é a solucao do sistema Ly = b.

O x=Uly*=U1b=(LU)b=A
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao LU — Exemplo

3 2 4 '3 2 4
A(o)[l 1 z} '—(21)='—(20)+(—%ng0) A1)=|0 1/3 2/3}
4 3

~2 4 3 -2
3 2 4 '3 2 4
A@)=|0 1/3 2/3 ng):Lgl)J{_ﬂjL(il) AR)=|0 13 273
4 3 —2 3 0 1/3 -22/3
3 2 4 3 2 4
Ap)=[0 1/3 23 Lg3):|_§)+(_1)|_(22) Ag)=|0 1/3 2/3|=U
0 1/3 -22/3 0O 0 -8

1 0 O 1 00 1 0O 3 2 4 3 2 4
0O 1 O|x 0 1 0(x|-1/3 1 0O(x|1 1 2|=|0 1/3 2/3
0O -1 1| |-4/3 0 1 O 0 1| (4 3 -2 0 0O -8
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao LU — Exemplo

... continuacao

A matriz superior U foi determinada. E a matriz inferior L?

1 0 O 1 0 O 1 0 O 3 2 4 3 2 4

0 1 0|x 0 1 0O|x/-1/3 1 0|x|1 1 2|=/0 1/3 2/3

O -1 1| (-4/3 0 1 O 0 1| |4 3 -2 0 0O -8

E, xE, xE,xA=U — (E2xEleo)_lx(EzxEleo)xAz(Ez><E1><E0)_1><U
A =(E, xE xEq ) T xU = A=(Eg) tx(Ey ) x(Ey) U

L=(Eo) * x(E{) * x(E,) ' e U=E,xEy xEgxA =  A=LxU

continua ...
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao LU — Exemplo

... continuacao

(1 0 0 100 100 100
E,=|0 1 0|=(,)" =|0 1 o} EE=| 0 1 ol=()'=| 0 10
0 -1 1 01 1 -4/3 0 1 4/3 0 1
100 100
E,=[-1/3 1 0|=(,)"=|1/3 1 0
| 00 1 00 1
100
L=(E,) "' x(E, )" x(E,)" ={1/3 1 0
4/3 1 1

1 0 0] (3 2 4 3 2
lU={1/3 1 0|x|0 1/3 2/3|=|1 1
4/3 1 1| |0 0 -8 4 3

N B

N

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina 20



Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposi¢ao LU — Exemplo(Resumo)

3 2 4) (3

= A0) @ 1/3 2/3 = A1) 0

2 4)
13 2/3|_ pe

m,,=-1/3 e m;=-4/3

@)\1/3 -22/3 O/Q)) -8
/ - .)
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposi¢ao LU — Exemplo(Resumo)

... continuacao

4 ) 4 )
X, +2x, +4x, =1 3 2 4]
X,  tX, +2x; =2 U=|0 Loz
4, +3x, —-2x, =4 0 g _?é
\ J
4 )
32 4 100
i1 2| | |l
4 3 -2
S
\ J N J
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao LU — Procedimento para resolucao do sistema

O Método da Decomposicao LU

Este método, também conhecido como Método de Doolittle, consiste na seguinte
sequéncia de passos:

i. Obter afatoracdao LU da matriz A;
ii. Substituir Ux pory (fazerUx=y = LUx=Ly=Ly=b);
iii. Resolver o sistema triangular inferior Ly = b;

iv. Obtida a solucao y* do sistema Ly = b, resolver o sistema triangular
superior Ux = y*,
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao LU — Exemplo de Resolugcao de Sistema Linear

i.  Obter afatoracdo LU da matriz A i ]
3x, +2x, +4x, =1 3 2 4 1 00
1 2 1
X, +X, +2X; =2 » u=|0 - —-| L==- 10
3 3 3
4, +3x, —-2x;, =4 0 0 -8 4
- - § 1 1

ii. Resolver o sistema triangular inferior Ly =b
ly, +0y, +0y, =1 5
3y, +1ly, +0y, =2 Y'=W. Y, ¥; 3

3y, +ly, +1ly, =4

iii. Resolver o sistema triangular superior Ux = y*
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao Cholesky
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposi¢cao Cholesky

Quando a matriz é simétrica, positiva definida, entao o método de decomposicao
Cholesky é mais apropriado que o método LU.

A fatoracdo LU requer aproximadamente 2n3/3 operac6es para ser concluida onde
n & a ordem da matriz. A fatoracao de Cholesky requer aproximadamente metade.

Requisitos
Para que a fatoracao de Cholesky possa ser realizada é necessario que a matriz A
seja simétrica e definida positiva.

Uma matriz A é definida positiva se x"Ax>0 para todo xeR", x # 0. Se uma matriz A
é definida positiva ela pode ser descrita na forma

A = GxGT

onde G é triangular inferior. Os elementos da diagonal de G sao estritamente
positivos.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposi¢cao Cholesky

g, O .. O 8,1 81 - 8n
G| 8 Bz - 0 o - 0 g, - 8,
8 Bn2 -+ Bm 0O 0 0 g,
a;; a, .. a; 8.1 0o .. 0 8., 8,
A—GG = A, Ay o A | |8 B - 0 y 0 g,
A, 9 - 9y 81 By -+ Bumn O O

* a;;=(8)* = 8y =(ayy)"?

® Ay, =8y 811 = 82 = 31,/8y

® a3 83 811 = 8317 313/8y,

2y, =(8y)" + (8)* = 8, = (a,, — (8,1)))?

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao Cholesky — Procedimento

* Suponha A definida positiva e simétrica, fatorada em A = LU = GG'.

* Conhecido o fator G, temos Ax = GG'x = b. Estes sistema é resolvido em
dois passos:
i. Resolve-se o sistema Gy = b, obtendo y* como solucao;

ii. A seguir, resolve-se o sistema G'x = y*, obtendo os valores de x que sdo
a solucao do sistema Ax = b.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao Cholesky — Exemplo de Resolu¢ao de Sistema Linear
i. Obter afatoracdo GG' da matriz A;

5x, +1x, +7X3 =2 5 1 7 811 0 0 811 821 83
]_X1 -|-2X2 +2X3 =3 A=l1 2 2 |= 8, 8> 0 |x] O 8, B3
X, -|-2X2 :].ZX3 =3 7 2 12 8s1 83, 833 0 0 833

a;, = (8,,)* =g, = (5)/2 =15

a,=8,, 8, =8, =1/V5=15/5

a,,=8,, 8, = &4, = 7/N5=7\5/5

dy = (gzl)2 + (322)2 =8~ (2 - (\/5 /5)2)1/2 = (2 - 1/5) 1/2 = (9/5) /2 = 3\/5/5
A3y = 831781 T 8,,%83, = 83, = (1/3V5/5)x(2 — 7/\5x\5/5) = \5/5

333 = (831)” + (83,)% + (833)* = 835 = (12 - (7N5/5)% = (\5/5)%)2 =2

J5 0 0 Js  \5/5 745/5
G=| J/5/5 3J5/5 0| G'=| 0 3v5/5 +/5/5
7J/5/5 5/5 2 0 0 V2
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Resolucao de Sistemas Lineares

Decomposicao Cholesky — Exemplo de Resolu¢ao de Sistema Linear

i.  Obter afatoracdo GG' da matriz A

ox, +1x, +7x, =2 J5 0 0 Js  \5/5 745/5
X, +2x, +2x, :3»G= J5/5 3J5/5 0 [G'=| 0 345/5 +/5/5
X, +2X, +1x, =3 735/5 5/5 2 0 0 J2

ii. Resolver o sistema triangular inferior Gy = b

Josy, 40y, 40y, =2

2J5 135 2
@yl +%yz +0y3 =3 » y*:(yl Y, ys):( - )

5 15 3
\gyl +§y2 +\/§y3 =3

iii. Resolver o sistema triangular superior G'x = y*

‘/§X1 +§X2 +$X3 :g
35 J5 _ 135
Ox, +5X, +%X =75

Ox,  +0x, +\/§x3 :—%

N
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Resolucao de Sistemas Lineares

Revisao dos métodos diretos

Eliminacao de Gauss com pivotamento
* Custo de memoria: O(n?)
e Custo computacional: O(n3)
* SO pode ser utilizado para n pequeno, p. ex., n <= 1000

Decomposicao LU
* Custo de memoria: O(n?)
e Custo computacional: O(n?)
* SO pode ser utilizado para n pequeno, p. e.x., n <= 1000

* Bom para resolver problema para os quais o sistema linear assume valores
diferente no lado direito (termos independentes diferentes)

www.math.nus.edu.sg/~bao/teach/ma5233/lect3.ppt
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