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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Introduc¢ao

E bastante comum encontrar sistemas lineares que envolvem uma grande
porcentagem de coeficientes nulos. Esses sistemas sao chamados de sistemas
esparsos. Para esses tipos de sistemas, o método de Eliminacao de Gauss ndo é o
mais apropriado, pois ele ndo preserva essa esparsidade, que pode ser util por
facilitar a resolucao do sistema.

Métodos iterativos sdao mais econdbmicos no que tange a memoria dos
computadores

Podem ser usados para reduzir os erros de arredondamento na solucao obtida
por métodos exatos

Em alguns casos podem ser aplicados para resolver conjuntos de equacdes nao
lineares

(Ruggiero, pagina 154)
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Introduc¢ao

Um método é iterativo quando fornece uma sequéncia de aproximacdes da
solucao.

Cada uma das aproximacdes é obtida das anteriores pela repeticao do mesmo
processo.

Precisamos sempre saber se a sequéncia obtida esta convergindo ou nao para a
solucao desejada.

Dada uma sequéncia de vetores {x¥}, dizemos que a sequéncia {x¥} converge
para x se | |[xK =x|| — 0, quando k — .
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Introduc¢ao

* Portanto, como todo processo iterativo, estes métodos sempre apresentarao um
resultado aproximado, que sera tao proximo do resultado real conforme o
numero de iteracdes realizadas.

 Para determinar a solucao de um sistema linear por métodos iterativos,
precisamos transformar o sistema dado em um outro sistema onde possa ser
definido um processo iterativo.

* A solucao obtida para o sistema transformado deve ser também solucao do
sistema original (sistemas lineares devem ser equivalentes).
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Algoritmo

* Escrever o sistema Ax = b, de forma equivalente x = Fx + d (tal como f(x) = x — g(x)
para iteracoes de ponto fixo).

* Escolher uma aproximac3o inicial x(©.

* Comecando com x©, gerar uma sequéncia de aproximacdes {x¢} de forma

iterativa através de
xk+1) = Fx(k) 4+ d

fazendo x1) = Fx© + d, x(2) = Fx(1) + d e assim sucessivamente.

Observacao

* Arepresentacdo de F e d depende do tipo de método usado.

* Assim, para métodos iterativos diferentes, F e d sdao obtidos a partir de A e b de
formas diferentes.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Algoritmo

Como k-, a sequéncia {x%} converge para o vetor solucdo sob algumas
condicoes da matriz F.

Isto impde condicdes diferentes na matriz A para diferentes métodos.

Para a mesma matriz A, um método pode convergir, enquanto outro pode
divergir.

Portanto, para cada processo, a relacao entre A e F deve ser encontrada para
decidir sobre a convergéncia.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Algoritmo

Quando Parar?
* Se asequéncia {x} estiver suficientemente préximo de x<1) paramos o processo.
« Dada um precisdo g, quando | |[x® —x|| < &€ entdo x é a solucdo do sistema linear.

 Computacionalmente, um numero maximo de iteracdes também é critério de
parada.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi
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Resolucao de Sistemas Lineares

Corollary 7.20 1f ||T|| < 1 for any natural matrix norm and ¢ is a given vector, then the sequence {x'*’ oy
defined by x5 = x4 ¢ converges, for any x? € B" to a vector x € R", with
X = Tx + ¢, and the fa]l-::-wing error bounds hold:

. . k
@ Ix=xO) < ITPFI =xl: i) x—x®) < s —x@) m
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Motivacgao

Seja um sistema com n variaveis e n equacoes

(a,x, +a,,X, +A +a, x_=b,
a, X, +a,,X, +A +a, x. =b,
M

(31X +3,X%, +A +a, x,=b,

( 1

, X, = _[bl _(alzxz +K + alnxn)]
a,,X, =b, _(a12X2 +K + alan) ail

< a,,X, =b, _(a21X1 +K +aZan) » ) X, = a_[bz _(321)(1 +K +aZan)]
22

=b_ — +K +
\annxn n (anlxl ann-1Xn-1) Xn _ ai[bn _(anlxl 1K +ann_1xn_1 )]

nn
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi

Seja x(% uma solug¢do inicial para este sistema . Calculando o segundo valor, x(1),
da sequéncia {xX)} a partir de x(©

4 ) 4 1 )

- (o) X, = _[bl _(a12X2 +K +a1nxn)]
xg ) a;
1
X(O) — XgO) X, = a_[bz _(a21X1 +K +a,.x, )]
M 22
o)
_Xn N Xn = 1 [bn _(anlxl +K +ann-lxn-1)]

\_ ) \ Ann /

/Xgl) = ai [bl - alzng) -A - alnXEO)] \ ( \
11 _X(1)'
1 1
) Xgl) = ; [bz - 321)((10) _azsx(s()) —-A _aZnXEO)] X(l) _ X(i/)I
. ) Xr(11)
\xﬁl) = ann [bn - an1X(10) - anZXgO) _A - ann—lxgﬁ \ i i )
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi

Calculando o valor de ordem (k+1) da sequéncia {x)} a partir de x(k

ngﬂ) = i :bl o a1zxgk) o alaxgk) —A - alnxgk):
A1

ng+1) = i :bz —a21xgk) _azsxgk) —A _aznxka):
9 d,,

]

x (1) = ai [bn —a x¥—a x¥Y_A —a

nn

n

Equacao geral
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi

* Seja o sistema

" 17,
ng V= — _b1 _alzxgk) -A _alnxf'nk)]
a11
1 -
) ng+1) = _bz _321X§k) _azsxgk) -A _aZan(1k)]
a22
1
Xr(1k+1 [b anlx )_anzx(zk) _A _ann—lelk—)l]
ann
* Considerando que x{**1) = Fx(k) + d, ent3o temos
0 a,,/a,; .. a,./a,; b,/a;,
F_ a,,/a,, 0o ... a,./a,, 4 b,/a,,
—a./a,., —a,/a. ... 0 b./a,,
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi

A iteracdo x**! = Fx* + d para o método Gauss-Jacobi
A matriz A pode ser rescrita como A=L+D+U (ndo é decomposicao)

a;; a, a;|X; 0 0 O0|x, a, O 0 || x, 0 a, a;|Xx

a8, 8, as|X,|=la,, 0 Ofx,|+] 0 a, O |x,[+/0 0 a,l|Xx,

a31 a32 a33 X3 a31 a32 O X3 O O a33 X3 0 0 O X3
Ax=b=(L+D+U)x=b Dx*+1 = [b—(L+U)x¥] x*1 = (1/D)*[b—(L+U)x¥]

D, ., € matriz diagonal formado pelos elementos da diagonal de A
U, ., matriz triangular superior formada pelos elementos acima da diagonal de A
L., Matriz triangular inferior formada pelos elementos abaixo da diagonal de A

Fazendo Q,,,, = (U, «, + L,x,), € considerando D, tal que A= (L + D + U)
1 n
k k
= 2 -3
Dii =1
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Pseudo-Algoritmo

Sejam A .. e b,

Construa as matrizesQe DtalqueQ=(U+L)eA=(L+ D+ U)
Faca x© = 0; k = 0; Erro = Inf; Tolerancia = 10°5;

while Erro > Tolerancia

) {b ZQUJ}

k=k +1;
Erro= | |b—Ax¥|[;
end

B wnh e
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Critério de Convergéncia das linhas

Critério das linhas.

Dado o sistema Ax = b, seja a, :( D lag Ij/ |ay |

j=1,j=k

Se a=maxa, <1 , entao o método de Gauss-Jacobi gera uma série convergente

1<k<n

para a solucdo do sistema independentemente da escolha de x(.

: aU .
Z— <1 para i=1,2,...,n

=1 ‘aii‘
i#]j

n
‘a"‘ > Z‘aij‘ (matriz diagonalmente dominante)
&
Se A é uma matriz diagonalmente dominante, entao o método Jacobi converge
para qualquer vetor inicial x©.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Critério das linhas — Exemplo

10 x, +2X, + X, =7 10 2 1
1%, +5%, +Xx, =—8 ‘ A=|1 5 1
2%, +3x,+10x, =6 2 3 10

Critério das linhas:

2+1 1+1 2+3
a,=—-=03<1 a,=—=04<1 o,=—=0,5<1
10 5 10

Como a=maxa, =0,5<1 ‘ logo, a sequéncia converge
1<k<4
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Exemplo 1

4 -1 1]x, 7 .
4 -8 1|x,|=|-21 o _|g .
2 1 s5|x, 15 X lo—Ax)| = 26,7395

A matriz dos coeficientes é diagonalmente dominante

7+x9 _x0©)
W= TS Ty g
4 4 1,750
(o2 e a1 x" =| 2,625 lo—Ax"| =10,0452
2 - - &
8 8 3,000
(1) _ 15+2x§°) _xgo) 15 20
3 5 5
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Exemplo 1

T3¢ 7426253

x\?) = 2 — 1,65625
N 1,6562
21+ 4xW +
X2 = Xsl 5 _2HAXL5H3 5 e x?=(3,8750 | | |b-Ax®|=6,7413
8
D 42250
o 15+ o) 1542x175-2625
3 5 5
743,875 4,225
= 4 =1,662 166250
21+4x1,65625 + 4,225 (3) _ _Ax3)| =
X6 = x _ 398125 x¥ =|3,98125 | | |b—Ax®)|=1,9534
8 2 88750
15+2x1,65625 — 3,875
x®) = - : = 2,8875
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Exemplo 2

5 1 1 1
A=[1 5 1| b=|7| Ax=b=x=|1 Solucgao exata
115 1
0,0000 —0,2000 - 0,2000
F=|-0,2000 0,0000 -0,2000
(k+1) _ 1 (k)
~0,2000 —-0,2000  0,0000 X = bi_ZQinj
Il le
7/5) (1,4000 k1) _ g pxle)
d=b/D=|7/5 |=|1,4000
7/5) | 1,4000
0,0000
x© = 0,0000 Erro: |b—Ax®|=12,124
0,0000
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Exemplo 2

1,4000
x1) = Fx(0) L g =1 1,4000
1,4000

Hb — Ax(l)H — 48497

0,8400
x(2) = x(1) 4 d =| 0,8400
0,8400

Hb - Ax(z)H —1,9399

1,0640
x3) = x(2) 9 = 1,0640
1,0640

Hb _ Ax(3)H —0,77596

0,9744
x4 —Fx3) 4 d = | 0,9744
0,9744

Hb — Ax(4)H —0,31038

1,0102
x®) = Fx*) £ d=|1,0102
1,0102

Hb _ Ax(S)H —0,12367

0,9959
x®) — Fx(®) 4 d =| 0,9959
0,9959

Hb _ AX(G)H — 0,04971
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel
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Resolucao de Sistemas Lineares

Calculando o valor x(k*1) da sequéncia {x(K)} a partir de x(¥

-

xgkﬂ) - : :bl _alzxgk) _alaxgk) —A _alnxl(wk):
A1
(k+1) _ 17 (k) () (k)-
X, ' =—1/|b,—a,X; —a,;X3' —A —a, x
Gauss-Jacobi { ° a, b2 Tt T 2n%n |
Xlgk+1) B al [bn _anlxgk) _anzxgk) _A _ann—lxg(—)l]

ngﬂ) = i :bl _alzxgk) o al3xgk) —-A —a X(k)]

1In"*n
a11
X(k+1) — i b —3 X(k+1) —3 X(k) A —23 X(k)]
Gauss-Seidel {? a, 2373 2n%n

1
Xfmk+1) = [bn o an1X§k+1) o anzxgk+1) _A — ann—l
d

X(m)]

n-1
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel

-

1
ngﬂ) =— (bl - alngk) - alaxgk) —A - alnxgk))
all
1
ng+1) _ - (bz B azlx(1k+1) _ azsxgk) —-A — aanﬁk))
a22
XSykJrl) - ai (bn - an1X(1k+1) - anzxgk+1) —A - ann—lxg(jll))
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel

ng+1) = i(bl - alzxgk) - a13ng) —-A _alnxﬁk))
dig
ng+1) _ i(b a21x(k+1) _azax(sk) _A _aznxrg ))
3 92

1
ng+1) _ - (bn _ anlxgkﬂ) anzng+1) —A — ann_lxﬁ':l))
ann

Ax=b=(L+D+U)x=b

n
k+1 k+1 k
X, X,
i+l
UxK

k+1
DXk+1 Lx
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Pseudo-Algoritmo

Sejam A, e b,

Construa as matrizes D, Le U talque A= (L+ D + D)
Faca x(0 = 0; k = 0; Erro = Inf; Tolerancia = 105;
while Erro > Tolerancia

j=i-1 =n
k+1 k+1 k
|:b ZLIJ j 1U'JXE ):|
j=i+
K=k +1;
Erro=||b—Ax¥||;
end
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Critério de Convergéncia

Gauss-Jacobi converge para qualquer vetor inicial, se a matriz A é uma matriz

diagonal dominante.

Gauss-Seidel converge para qualquer vetor inicial se A é uma matriz definida
positiva.

A Matrix é definida positiva se x"Ax >0 para todo x diferente do vetor nulo.
A matriz é definida positiva, se todos os autovalores sao positivos.

Mas o critério a ser adotado para convergéncia do método Gauss-Seidel sera o de
SASSENFELD.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Critério de Convergéncia

Critérios de Convergéncia;
1) Critério das linhas —para o método GAUSS-JACOBI;
2) Critério de Sassenfeld — para o método GAUSS-SEIDEL.

Os critérios acima estabelecem condicdes suficientes para a convergéncia.
Critério de Sassenfeld

Sejam as quantidades B, dadas por:

Z‘alj‘ B =

=2

B, =

1
a

1 i—1 n
N {Zﬁj‘aij‘ +2 fay
i | =1

j=i+1

}, i=2,3,...,n

11

Se B=max{B,} o método de Gauss-Seidel convergira. Quanto menor [3, mais

1<i<n

rapida é a convergéncia.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Meétodo Iterativo Gauss-Seidel — Critério de Sassenfeld

Sejam
Bl:|a12|+|a13|+K+|a1n|:ilaljl
Ialll i=2 |311|
e
B - |2y B+ 13, [B, +K +]a;, B +la, [+K |a, |

3 |

:['Z| a,18,+ Yla,11/la,| i=23Kn

=i+l

Seja B =m<x{Bi}. Se B <1, o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia

1<i

convergente para qualquer x(%. Quanto menor [, mais rapida a convergéncia.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Critério de Convergéncia de Sassenfeld — Exemplo

(a.. a, a. a,| b, | 1

11 12 13 14 ! B, = —(| a;,*+|a; |+|a14)
A a,, a,, a,, a,, b Ez a;,
d a d d 1

31 932 33 34 3 B, = a—(321 B, +]a.s "“324‘)
(921 Qg g3 gy | b, | ”

1 ( )
|33 =|—\[931 Bl auCEP! BZ +‘a34‘

a33

B4 — | (J%\Bl +‘a42“32 +‘a43‘B3)

Seja B= maX{Bi}- Se B é menor que 1 entdo o método iterativo Gauss-Seidel ird

1<i<4

convergir para a solucao do sistema.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Critério de Sassenfeld — Exemplo
(2x, +x,-0,2x, +0,2x, = 0,4

0,6x, +3x, —0,6x,—-0,3x, =—7,8 )

—0,1x, —0,2x, +x, +0,2x, =1 B, :%(1+o,2+o,2)=0,7

0,4x, +1,2x, +0,8x, +4x, =—-10

B, = %(0,6><0,7+0,6 +0,3)=0,44

2 1 -02 02] )
_06 — 1
Al 06 3 -06-03 B, ==(0,1x0,7+0,2x0,44 +0,2) = 0,358
-0,1 —-0,2 1 0,2 1
1
| 04 12 08 4 [34:Z(O,4><O,7+1,2><0,44+O,8><O,358):O,2736

B=max{B.}=max{0,7, 0,44, 0,358, 0,2736}=0,7

1<i<4

Como < 1, a sequéncia gerada pelo método de Gauss-Seidel converge para a
solucao do sistema Ax = b.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Exemplo 1

4 -1 1|x, 7
4 -8 1|x,|=|-21 x(o): g
2 1 s5|x, 15 lo—Ax)| = 26,7395
0
A matriz dos coeficientes € diagonalmente dominante
xgl) = 7+x§°)—xg°) =Z=1,75
4(1) (0) ;11 +4x1,75 1,750
MO s W o =35 x¥) =| 3,500 b Ax"] = 3,0414
8 3,000

X3 5 5

3,0

(@:Jp—Ax"| = 100452 )
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Exemplo 1

7 +x% —xW _
X§2> = 2 3 :M:Lm
4 N 1,8750
ng) _ 21+ 4x§ +tX3 21+4 x;,875 +3 _39375 w2 — 3,9375 Hb B Ax(z)H —0,4765
2,9625
@ _ 15+ —xP) _15+2x1,875-39375
Xy = = =2,
’ 5 5 (@:|p—Ax?)| = 6,7413)
7+3,9375 —2,9625
X =2 7222 ~1,9937
21+4 149937 2,9625 L9937
+ +
x®) = X =399 x® =|3,9921 | | [o-Ax"|=00408
2,9991
15+2x1,9937 —3,9922 ‘
Xg3) _ 5 X ,9953 3,99 — 29991

(@:[p—Ax®|=1,9534)

Quando ambos Jacobi e Gauss-Seidel convergem, Gauss-Seidel con

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina

verge mais rapido.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Seidel — Exemplo 2

1,4000 0,9968

x = (0 1 d =] 1,1200 x2) = x4 d=| 1,0214
0,8960 0,9964
0,9964 0,9996

x3) = Fx(?) 1 g [1,0014} xM =FxB3) 1 d (1,0000]
1,0004 1,0001

1,0000
x®) = x4 1 d = 1,0000
1,0000
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel — Comparacao

Implementacao paralela: Gauss-Jacobi

j=i—1 =n
(k+1) (k)
Gauss —Jordan: x {b ELUJ U, }

j=i-1 =n
Gauss — Seidel: xik+1 {b ZLU Jk+1 Ux(k)}
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