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Meétodos Numeéricos
Interpolacao — Métodos de Newton
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Interpolacao
Interpolag¢ao Polinomial — Revisao

£ 7@)

: 5 : (X, /(X))
-+—@ - 2 —0—> X
X X, X5 Xy X;

» No exemplo sé se conhece a funcdo para 5 valores de X - nds de interpolacgao

» Deseja-se conhecer o valor da fungao em pontos intermediarios
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Interpolacao

Interpolag¢ao Polinomial — Revisao

» Interpolagdo polinomial consiste em se obter um polinbmio p,(x) que passe por
todos os n + 1 pontos {x,f(x.)} dados, isto é:

Pa(Xo)=f(x,)
Palxy)=flx) (Equagao 1)

Pn(X,)=f(x)

-

(n + 1 pontos)
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Interpolacao

Interpolag¢ao Polinomial — Revisao
p,(x) € denominado de polindmio interpolador

p,(x)=a, +ax+a,x> +A +ax" ~f(x)
p.(X,)=a, +ax, +a,x +A +ax} =f(x,)

pn(xl)z a, +a,x, +a,x; +A +ax] = f(xl)

pn(xn): a, +ax, +ax; +A +ax’ = f(xn)
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Interpolacao

Interpolacao Polinomial — Formas — Revisao
Ha uma variedade de formas matematicas em que o polinbmio pode ser expresso.

Estudaremos somente duas formas:
1. o polindmio de Lagrange (Ruggiero, secao 5.3.2) (ja estudado)

2. o polinomio de Newton (Ruggiero, secdao 5.3.3)
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Interpolacao

Forma de Newton
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Interpolacao

Forma de Newton — Forma Geral

» Seja um conjunto de n + 1 pontos {x,f(x)}. Encontrar um polinémio interpolador
p,(x) que satisfagca a Equagdo (1), isto €, passe por todos os pontos.

» A forma geral paran+ 1 pontos é

p.(x)=b, +b1(x—xo)+b2(x—x0)(x—x1)+...+bn(x—x0)..(x—xn_1)

» Também denominado de Diferengas Divididas
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Interpolacao

Forma de Newton — Forma geral de 12 ordem
Forma linear (n = 1). Conhecendo 2 pontos: (x,, f(x,)) e (x,, f(x,)).

p(x)=b, +b1(x—x0)+b2(x—xo)(x—x1)+...+bn(x—xo)...(x—xn_l)

\ 4

p,(X)=b, +b,(x—x,)

onde Y (,,F(x,)

b, =f(x,)

y=p4(x)
_ f(x,) = Flx,)

X; —Xp

b,

(X0, f(%o))
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Interpolacao

Forma de Newton — Forma geral de 22 ordem
Forma quadratica (n=2). Conhecendo 3 pontos: (x,, f(x,)), (X1, f(x;)), (x,, f(x,)).

p(x)=b, +b1(x—x0)+b2(x—xo)(x—x1)+...+bn(x—xo)..(x—xn_l)

¥

p,(x)=b, +b,(x—x,)+b,(x—x,)(x—x,)

A

onde y o f(x0) (X,,(x,))

b0 — f(xo)

L )= flx,) N oy

1= —
f
fx,)—fx)  fx)—Tf(x,) (Xo,f(%o))
b. = X, =X, X, =X, _

X, =Xp

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina



Interpolacao

Forma de Newton — Forma geral de 22 ordem — dedugao de b,

b, = f(x,) b, = f(x,) —f(x,) f(x)=b, +b,(x—x,)+b,(x—x,)(x—x,)
X1 =X
. _f(xl)_f(xo) .
- | ) flg) by, ) . :f(xz) f(x,) x| (X, —X,)
(Xz_xo)(xz_xl) (Xz_xo)(xz_xl)
(FO6) = Fxy )+ Fxy ) = F(x ) (% =%5) (%) = (%)) (% =%, +%; —X,)
X=X, b, = (X, =%, (X, —X,)
(Xz_xo)(xz_xl)
(f(xz)_f(xl))(xz_Xl)+(f(xl)_f(xo))_(f(xl)_f(xo))(xz_X1)+(f(X1)_f(Xo))(X1_Xo)
b. — ( —x,) (x; —%,)
’ (Xz_xo)(xz_xl)

f(xz) — f(Xl) - f(Xl) — f(xo)

(fOG) = f(x )06 =x3)  (Fx) — (%)) (%, —%;)

(XZ_XI) (Xl_xO)

(Xz_xl) (Xl_XO) b. =
(Xz_xo)(xz_xl) ’

b. —
’ (Xz_xo)

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina

10



Interpolacao

Forma de Newton — Obtendo a forma geral de 22 ordem

p,(x)=b, +b,(x—x,)+b,(x—x,)(x—x,)

onde Diferencas

b, = flx,]=f(x,) Divididas

bl — f[XO'xl] _ f(Xl)—f(XO)

X, — X,
f(X )—f(X ) f(X )—f(X ) (Diferengas Divididas Finitas)
2 A ! 0
b, =[x, x,,%,] = fx,, %, 1=f[x,,x,] L XX X; =X,
X, =Xp X; =Xp

rescrevendo

P, (X)=fIx,]+f[x,, x J(x=x,) + fXy, X, , X, J(X=X, ) (x—X,)

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Interpolacao

Forma de Newton — Obtendo a forma geral
Dados n + 1 pontos.

p.(X)=b, +b (x=x,)+....+b (X=X ) (X=X, )...(x=%_ ;)

onde
b, = fx,]=1(x,) Ordem zero
b, = flx,,x,] = X=X Ordem 1
X1 = Xo
b, =f[x,,X,%,]= %1 =X, %, ) Ordem 2
X, —X,
[ X X J
b, =flx,X,....x, 1= Xy X Xl = X Xy X Ordem n

Xn _XO

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Interpolacao

Forma de Newton — Método pratico para obter a forma de 32 ordem
Dados 4 pontos.

P53 (%)= fx, 14+ F[X,, X, J(X—Xo) +F[X,, X1, X, J(X =X ) (X=X, ) +F[Xy, X, X, , X3 (X=X ) (X=X, ) (X—X,)

= OferensesDviids |

X, f(x,) \ /bl

f[x,,%,] ‘/b2
X, f(x,) < >f[x2,x1,x0] \ /b3

f[x,,x,] /f[x3,x2,x1,x0]
X, f(x,) < >f[x3,x2,x1]

f[x;,x%,]
X, f(x,) /

http://numericalmethods.eng.usf.edu
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 1 - 32 ordem
Dados 4 pontos.

Profundidade | Temperatura
z(m) (x) T(°C) (y)
-9 9,9
-8 11,7 T(z) =b, +b,(z—2,) +b,(z—2,)(z—2,) +b,(z—2,)(z—2,) (z—2,)
-7 17,6

-6 18,2
s 9 < . Diferenas Divididas

b,
2, =-8, < > ‘/ b
1,5667
2, =7, < > ~2,65 /

232—6, 8,2 http://numericalmethods.eng.usf.edu

______________________________________________________________________

' b, =9,9 b, =1,8 b, =2,05 b, =-1,5667 ! continua ...

______________________________________________________________________
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 1 - 32 ordem

... continuacdo
T(z)=b, +b,(z—2z,)+b,(z—2,)(z—2,) +b,(z—2,)(z—2,)(z—2,)
by =9Mz) =bPr-bB—2,) + B 729Nz —2, Ps b5 (A- 82— 2,) (z—2,)
=9,9+1,8(z+9)+2,05(z +9)(z+8) —1,5667(z +9)(z+8)(z+7),-9<z<-6
T(z)=—615,9 — 262,582 —35,552° —1,56672* ,~9 <7< —6

Para z=-7,5,
T(-7,5)=9,9+1,8(-7,5+9)+2,05(-7,5+9)-7,5+8)

1,5667 (= 7,5+9)—7,5+8)—7,5+7)=14,725 °C

... Continuac¢ao INCLUIR GRAU DO PLINOMIO
O erro |ea| obtido entre os resultados dos polinbmios de 22 e 32 graus é

14,725 —14,138|

x 100 = 3,9898% http://numericalmethods.eng.usf.edu
14,725 |

a

continua ...
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 1 - 32 ordem

... continuacao

Tabela de erros paraz=-7,5m

Grau do 1 2 3
Polinbmio
T(-7,5) 14,65 14,138 14,725
Erro Absoluto | 36251% | 3,9898 %
Relativo Aproximado

http://numericalmethods.eng.usf.edu
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 2 — 32 ordem
Dados 4 pontos.

Temperatura| Concentracao
T(°0) (x) Co(T) (y)
42 4179
52 4186 Cp(T):bo+b1(T_To)+bz(T_To)(T_T1)+b3(T_To)(T_T1)(T_T2)
82 4199

m— Diferengas Divididas
T,=42, 4179 A/b
>6 6667 10 3 P

0
T, =52, 4186
0,43333 3, 1849 x10™*

T, =82, 4199 0,011806

VAN )

T, =100, 4217

http://numericalmethods.eng.usf.edu

b, =4179 b, =0,7 b, =—6,6667 x10° b, =3,1849 x10™* | continua ...
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 2 — 32 ordem

... continuacao
C,(T)=b, +b,(T—T,)+b,(T-TNT-T,) +b,(T-T)NT-T,N(T-T,)
b, =4179 b, =0,7 b, =-6,6667x10" b, =3,1849 x10~*

C,(T)=by +b,(T=T,)+b,(T=T,)}(T-T,) +b,(T-T,}(T-T,}(T-T,)
=4179 +0,7(T —42) —6,6667 x10>(T—42)(T—52)
+3,1849 x10*(T—42)T—52)T-82)42 < T <100

Para T =61,
Cp(61) =4179 +0,7(61 —42) — 6,6667 x 10‘3(61—42)(61 —52)

+3,1849 x10* (61— 42 )61 — 52 (61 — 82) = 4190,0 o oc
g—

obtido entre os resultados dos polindmios de 22 e 32 graus é

O erro |,
4190,0 —4191,2

4190,0

x100 = 0,027295% http://numericalmethods.eng.usf.edu

a

continua ...
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 2 — 32 ordem

... continuacao
Tabela de erros para T =61

Grau do 1 2 3
Polindbmio
c,(61) 41899 | 4191,2 4190,0
Erro Absoluto | 0,030063% | 0,027295 %
Relativo Aproximado

http://numericalmethods.eng.usf.edu

continua ...

19
Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina



... continuacao

4230

4220

4210

4200

4190

4180

4170

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina

Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 2 — Diferentes Graus/Ordens

| @__ | |
/9/ [ )
;@/ — _
| 4 l I l I
40 50 6[]\?[] - gu 100
61 °C

110

20



Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 3 — 42 ordem
Dados 5 pontos.

X Y

0 1

1 3

2 2

3 5

: . Diferengas Divididas

b, b, b, b, b,
x=0 y=1 (3-1)/(1-0)=2 (-1-2)/(2-0)=-3/2 |(2 --3/2)/(3-0)=7/6| (-4/3 — 7/6)/(4-0)=-5/8
x=1 y=3 (2-3)/(2-1)=-1 (3--1)/(3-1)=2 (-2-2)/(4-1)=-4/3
X=2 y=2 (5-2)/(3-2)=3 (-1-3)/(4-2)=-2
x=3 y=5 (4-5)/(4-3)=-1
x=4 y=4
continua ...
21
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 3 — 42 ordem

... continuag¢ao

y(x)=p, (x)= 1+z(x)—§x(x—1) +£x(x—1)(x—2) —2x(x—1)(x—2)(x—3)

continua ...

22
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Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 3 — 42 ordem

... continuacao

11
y(x)=p,(x)=1+ 125 X_985 x> + >9 x> —Ex4

10 T I T

-20 [/

-25 |-

=30 | I I | |

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina

continua ...

23



Interpolacao

Forma de Newton — Exemplo 3 — Diferentes Graus/Ordens

... continuacao

40

30

20

10

-10

-20

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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0 ) ! 3 4 |
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Interpolacao

Erros na Interpolagcao Polinomial

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Interpolacao

Erros na Interpolac¢ao Polinomial
» Sim, aproximado!!!, mas o que € uma boa aproximacao?

» E evidente que uma boa aproximacdo deve ser tal que o erro entre a verdadeira
funcao e a funcao aproximacao deve ser muito pequeno.
» Além disso, a funcao aproximada deve ter as seguintes propriedades:
A funcao deve ser facil de determinar
Deve ser facil de diferenciar
Deve ser facil de avaliar

Deve ser facil de integrar

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Interpolacao

Erros na Interpolac¢ao Polinomial

» Interpolacao polinomial pode levar a grandes erros (especialmente para polindmios
de alto grau).

polindmio interpolador de grau 10

Verdadeira funcao

27
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Interpolacao

Erros na Interpolacao Polinomial — Teorema

4

» Teorema

Seja f(x) uma funcdo tal que f™)(x) é continua em [a,b] e

Seja p(x) qualquer polindbmio de grau <n interpolador de f em n+1

pontos igualmente espacads em [a,b] (incluindo os pontos extremos).

Entao:

M b—a n+1
‘f(x)-p(x)‘—lErro I< 4(n+1)( - j

Fazendo h= E
n

n+1

— tome M =max
4(n+1) xelab]

Erro| <

f(n+1)(X)‘

f““’(x)\ <M.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina

Quando um polinbmio de interpolacdao de n-ésimo grau é usado, o erro esta
relacionado com a (n-1)-ésima derivada.
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Interpolacao

Erros na Interpolagao Polinomial — Teorema — Exemplo

Exemplo — Suponha que temos 10 pontos com igual espacamento no intervalo
[1 1,6875] e que desejamos ajustar um polindmio de grau 9 nestes 10 pontos (p4(x)).

X Y 1 I I I | I
1,00000 0,84147 o |
1,07639 0,88025 0.95 i
1,15278 0,91390 0.94 }
1,22917 0,94221 0.92 :
1,30556 0,96503 0.9 i
1,38194 0,98222 0.58 -
1,45833 0,99368 o |
1,53472 0,99935 e |
1,61111 0,99919 . |
1,68750 0,99320 . . | . | .

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina

0.8

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7
continua ...
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Interpolacao

Erros na Interpolagao Polinomial — Teorema — Exemplo

... continuacao
Exemplo — Usando as diferencas divididas para determinar o polinémio pgy(x)

ps(X) = 0,84147 + 0,5076580704280658(x-1) + (-0,43955613843916197)(x-1)(x-1,07639) +
+(-0,07851606290075713)(x-1)(x-1,07639)(x-1,15278) +
+0,07341654938156819(x-1)(x-1,07639)(x-1,15278)(x-1,22917) +
+(-0,15417151743980845)(x-1)(x-1,07639)(x-1,15278)(x-1,22917)(x-1,30556) +
+0,48830693358092236(x-1)(x-1,07639)(x-1,15278)(x-1,22917)(x-1,30556)(x-1,38194) +
+(-1,0205313909552518)(x-1)(x-1,07639)(x-1,15278)(x-1,22917)(x-1,30556)(x-1,38194)(x-1,45833) +
+0,9196964194214167(x-1)(x-1,07639)(x-1,15278)(x-1,22917)(x-1,30556)(x-1,38194) (x-1,45833)(x-1,53472) +
+ 2,7301416019988434(x-1)(x-1,07639)(x-1,15278)(x-1,22917)(x-1,30556)(x-1,38194)(x-1,45833)...
..(x-1,53472)(x-1,61111)

continua ...

30
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http://www.math.ucla.edu/~ronmiech/YAN/ndivdiff.html

Interpolacao

Erros na Interpolagao Polinomial — Teorema — Exemplo

. continuagao
Exemplo — Grafico de p4(x), sen(x) e os 10 pontos observados

1.8
16 -
14 -
1.2 & f(x) = pgy(x)
f(x) = sen(x)
0.4 ’ l | |
0.5 1 1.5 2 2.5

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina

continua ...
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Interpolacao

Erros na Interpolagao Polinomial — Teorema — Exemplo

... continuacao
Exemplo — Grafico de py(x), sen(x) e os 10 pontos observados.

1.05

0.95 —

0.9 —

0.85 —

0.75 I I I |
0.8 1 1.2 14 16 18 continua ...

. A ap . . 32
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Interpolacao

Erros na Interpolagao Polinomial — Teorema — Exemplo

... continuacao
Exemplo — Suponhamos que a verdadeira funcao seja f(x) = sen(x).

f(””)(x)( <1 paran>0

M b—a n+1
‘f(x)—pg(x)‘£4(n+1)( - j M=1n=9

M (b-a)" 1 (1,6875) L
‘f(x)_pg(x)(g4(n+1)£ n j ‘f(x)_pg(x)(g4(10)( 9 j =134x10

O maior erro entre o valor calculado a partir de py(x) e sen(x) é 1,34x107.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Interpolacao

Interpola¢ao Polinomial — Sumario

» O polinbmio interpolador é Unico.

» Diferentes métodos podem ser usados para obter o polinbmio interpolador.
Método de Newton (Newton’s divided difference)
Método de Lagrange
Outros

» O polinbmio interpolador pode ser sensivel aos dados.

» Sejamos cuidadosos, quando polindmios de alto grau sdao usados.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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Interpolacao

Interpolag¢ao Polinomial — Sites Interessantes

http:

//nm.mathforcollege.com/topics/newton divided difference method.html

http:

//nm.mathforcollege.com/topics/lagrange method.html

http:

//nm.mathforcollege.com/topics/direct method.html

http:

//www.iitg.ac.in/kartha/CE601/LectureSlides.htm

http:

//phet.colorado.edu/pt BR/simulation/projectile-motion

http:

//faculty.kfupm.edu.sa/COE/mudawar/cise301/lectures/index.htm

http:

//www.math.ucla.edu/~ronmiech/YAN/ndivdiff.html

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina
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