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Integracao Numerica
Revisao

I:LX: f(x)dx:jX1pm1 (x)dx+J‘x2 Pm, (x)dx+...+j

X0 X1 Xn-1

Xn

P, (X)dx

» As técnicas mais comuns de integracao numérica sao:

m| Polinbmio Férmula Erro
1 linear Trapezoidal | O(h?)
2 | quadratico | Simpson1/3| O(h%)
3 cubico | Simpson3/8[ O(h*)
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Integracao Numerica

Regra dos Trapézios — Revisao
Uma maneira de ver o método trapezoidal para a integracao é que a curva gue esta
sendo usada para estimar a integral € uma linha poligonal (um grupo de segmentos de
linhas conectadas) e entao calcula-se a area abaixo de cada segmento de reta.
1
f(x)

v

Lb f(x)dx = %[?j(f(aﬁ 2f(x, )+ 2f(x, )+ 2f(x, )+ f(b))
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Integracao Numerica

Regra de Simpson (1/3)
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Integracao Numerica

Regra de Simpson

(a) representagdo grafica regra de Simpson 1/3: Consiste em tomar a area sob uma
parabola que liga trés pontos.

(b) representacdo grafica da regra de Simpson 3/8: Consiste em tomar a area sob
uma equacao cubica que conecta quatro pontos.

f(x)4 S(x)4

(b)

N
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Integracao Numerica

Regra de Simpson

VA

0 T I 1
a=x, X X, X5 X X X¢=b
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Integracao Numerica

Regra de Simpson

» O método de Simpson usa um polindbmio de segundo grau (ou seja, uma funcao
guadratica) para estimar a curva para a qual vocé esta tentando encontrar a integral.
Esta € uma curva da forma

P,(X) = Co + € X + €X?
» Os pontos sao assumidos uniformemente espacados.

» Para obter a estimativa para a integral escreve-se o polindbmio de grau 2 usando 3
pontos consecutivos, em seguida integra-se.

1
X y
a=c-h y0=f(a)
C y,=f(a+h) )
b=c+h y,=f(b) S h §
| —
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Dedu¢ao 1 da Equag¢ao

Seja o caso especial com ¢ = 0.

Sera integrado o polinbmio de 22 grau

p,(t) = c,t?+c t+cy,. «

fh (czt2 +c,t+c, )dt =

h
G .3 C 42
—?t +7t +Cot_

h
G 13 €1 2 C; I3 C1 2
— 2R 1SR ch—(-2hP+2h —ch)

=2¢,h’ +2¢,h

) 4

_ E Yo _zyl Y,
2h’

]h3 +2y.h

~

Substituindo ¢, e c,

X y
-h y,=f(-h)
y,=f(0)

h y,=f(h)

Yy, =c,h* —c,h+c,
Y1=6Co
Yy, =c,h’ +ch+c,

Y, +Y, =2¢,h" +2c,

Yo —2Y, 1Y,
2h’

C, =
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Dedu¢ao 1 da Equag¢ao
» Um intervalo fechado [a,b] — 2 subintervalos

X y
a=c-h y,=f(a)

C y1=f(a+h)
b=c+h y,=f(b)

Lb fx)dx = 5 (v, +4y, +v,) =3 (552 Nf(a) +4f(2) + (b))

3 pontos para interpolar —-> 2 subintervalos
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Dedu¢ao 1 da Equag¢ao
» Um intervalo fechado [a,b] — 4 subintervalos

h-p-2 f(x)
4

| | | | |
1 1 1 1
3a+b a+b a+3b

d 4 2 4

.-abf(X)dx ~L(e2 )y, + 4y, +y,)+2(2)y, +4y, +v,)

b
|| foadx = 2 (552 Xy, + 4y, +2y, +4v, +y,)

[k = 3 (552 M) + 46(352)+ 26(232) + 46(232)+ ()

4 subintervalos —-> 4/2=2 paréabolas

. T . . 10
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Dedu¢ao 2 da Equacgao
» Usando a féormula de Lagrange para obter a formula de integracao resultante da
aproximacao de f(x) por um polindmio interpolador de grau 2.

» Seja p,(x) que interpola f(x) nos pontos: x,=a, Xx;=X,+h e X,=x,+2h=b .

(X_Xl)(x_xz)

pz(x): (

Xo _Xl)(XO —X,

pz(x):

(X_Xl)(x_xz)f x.)+

(X_Xo)(x_xz)

(X_XO)(X_Xl) f(xz)

(=h)-2n)

f(x,)+ f(x,)+
) ° (Xl_xo)(x1_xz) ' (Xz_xo)(xz_xl)
1
P,(x)
f(x)
h h
L 1 - —
aizc-h IC b=c+h
Xo Xy X5
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Deduc¢ao 2 da Equag¢ao

o ()= XX =X gy el ) gy b Joxox, )

(~h)~2h) (hY-h) (2n)n)
Lbf(x)dx zx]:;z(x)dx =%X_f(x—xl)(x—xz)dx—&zl)x.f(x—xo)(x_xz)dx+

1) o= Do)+, +106)] =2 (subintervaos)

[ ) dx ~ 3 (252)(f(a)-+ 4(232) + £(b)
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Equac¢ao Geral
» Um intervalo fechado [a,b] — n subintervalos

» A formula geral da Regra de Simpson para calcular integrais é dada por:

n/2 n/2-1
j f(x)dx = %(%{yo +4Zy2k 2 Zka +yz”j

k=1

n/2 n/2-1

j f(x)dx ~ %(%{f(a)+42f(x2k )+2 Zf(xzk)+ f(b))

[[ f(x)dx ~ 2 (22 )(f(a)+ 4f(a-+h)-+ 2f(a+2h)+ 4f(a-+ 3n)+2f(a-+ 4h) +...+ (b))
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Integracao Numerica
Regra de Simpson — Equac¢ao Geral
jf(x)dx~—(b b=2)f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+2f(a+4h)+...+f(b))

» Os pesos relativos da integral sdo representados acima dos valores da funcdo. Note-se
que o método so pode ser utilizado se o numero de segmentos/subintervalos é par.

1 e

N
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Exemplo 1
2n o,
stimar com 4 particdes a integral _[O %sinxdx em [a b]=[0, 2]

028 F_'\\
0 ——”/ -
08 |
-0.56 r'l
=084 Ir'l
=112 J
-14 {
168
196 /
2.4
063 126 180 252 315 378 441 504 567
continua ...

http://www.zweigmedia.com/RealWorld/integral/integral.html
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http://www.zweigmedia.com/RealWorld/integral/integral.html

... continuagao

2

J0

Integracao Numerica

Regra de Simpson — Exemplo 1

’bf<x>dxz%(b78)[

2 ,
.[ X_sinxdx =—4 (valor exato)
0O T

f(a)+4Zf(x2k_1)+zn/ff(x2k) + f(b)j

“f(x)dx ~ 1 (22 )((0)+ 4F(0+h)+2f(0 + 2h)+ 4F(0 + 3h) -+ f(2n()

_Zn—O_E m o, 1
Ax = 4 2 IO %smxdxz5%(1‘(0)+4f(%)+2f(n)+4f(37”)+f(ZTt))
X, =a=0
x::x0+Ax=g =%(0+sing+2sinn+9sin37“+o)
% =X, X =T “T1-9)=" (g =" = 418879
X; =X, +Ax =3 6 6 3
X, =b=2n
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Exemplo 2

» Calcule a integral definida.

. 2
[ - 2 o)
Tt

» Utilize a Regra de Simpson e calcule a integral aproximadamente.

Simpson Integral Trapézio Integral

2 - 1 -

4 -4,18879 4 -3,14159

10 -4,18879 10 -3,86753

20 -4,00021 20 -3,86753

50 -4,00000 50 -3,99473

100 -4,00000 100 -3,99868

1000 -4,00000 1000 -3,99998

(Intervalos)

(Intervalos)
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Exemplo 3

5
» Método pratico. Use 10 subintervalos para calcular L In(x )dx

145
129
113

(.65

.80

0649

01480

0.320

0,160 _.f’f

LY -

14 18 22 26 3 34 38 42 46

continua ...
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Exemplo 3

... continuagao

I In(x)dx~%(—{In(1)+42“ln(xzm)+ZZ:In(x2k +In(5 )]

k=1
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X f(x) k kf(x)
1,00 | 0,0000 | 1 | 0,0000
| ~ 1(52)x (f(1 2 2 '
I n{xix ~ ( 10 )X( (1) 1,40 | 0,3365 | 4 | 1,3459
+4f(x, )+ 2f(x, )+ 1,80 | 0,5878 | 2 | 1,1756
+4f(x,)+2f(x, )+ | | 2,20 | 0,7885 | 4 | 3,1538
n 4f(x5)+ zf(x6 )+ 2,60 | 0,9555 | 2 | 1,9110
£ 47(x, )+ 2f(x, ) + 300 | 1,0986 | 4 | 4,3944 | 10
. 4f(x7)) . f(S); 3,40 | 1,2238 | 2 | 2,4476 ;kif("i): 30,3522
° 380 | 1,3350 | 4 | 53400 | _
420 | 14351 | 2 | 2.8702 |N=04
4,60 | 1,5261 | 4 16,1042 8y )x ~( jx30 3522 = 4,0470
500 | 1,6094 | 1 | 1,6094
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Estimativa do Erro

De modo anadlogo a Regra do Trapézio, na Regra de Simpson realiza-se uma
aproximagao e comete-se um erro.

jf(x)dx ~ 2{ [£(x,) + 4F(x, )+ F(x,) ]+ [f(x,) + 4f(x,) + f(x, )]+ ...

m/2 |5 (iv)
..... +[f(xm—2)+4f(xm_1)+f(Xm)]}—Z/:h f (ci)

=|.. +Erro
— 90 SR

= ()4 4 )+ 280 )+ 4K, 420, ) o 260, 1460, ) )

Este erro é dado por:

m(h*f¥(c) (b-a)f )
Erro = —?[ 5 ‘ [Erro| < Wg%f (x)

continua ...
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Estimativa do Erro

... continuacao

» O erro é dado por:
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Erro — Exemplo 1

2
» Integre I e dx pela Regra de Simpson usando dois subintervalos. Calcule o erro.

0]

b—a

n=2 h=——=1 X,=a=0

2

09
0.8
07
0.6
0.5
04
0.3
02
0.1

0

X3

_atb

2

1 x,=b=2

02 04 06

(1L

1

12 14 16 18

continua ...
22
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Erro — Exemplo 1

... continuagao 2
joe dx
b— +b
h:?azl X,=a=0 x1:a7:1 X, =b=2
Jerdx = 2[f(co)+ 4 (x, )+ £(x, )]
— [f(0)+4f(1)+(2)

5
b-ay

Erro| = ;
180n" xelabl

£ )

h
-3 [e° + 46 +e?|=0,86895101 6

5 2 x4
(2-0) mafo(iV)(x)(, () = | e*dx=0,86466 (valor exato)

180(2)" x<o2

fM(x)=e™, max

xela,b]

Erro| =

2
_q J- e dx ~ 0,86895 (simpson—2 intervalos)

e 0

f(iV)(XX — 52[2’)2(]

Erro = 0,00429 (erroreal)

5
[Erro| < (18(3 o x1=0,01111...
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Erro — Exemplo 2

» Integre f(x), de a=0 até b=0,8 pela Regra de Simpson usando dois subintervalos.
f(x)=0,2 +25x —200x > + 675x > —900x * +400x">

b— +b
n=2 h=-_2-04, x,=a=0, xlzaTzoA, x,=b=0,8

2
:u*.;lH / _\‘

240 \
214
179
1.44
L9/ \
o/ I'“-.
030/ "1

0041 2 35 3 5
0 DR 016 024 032 04 048 056 064 072 continua ...

24
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... continuagao

Integracao Numerica

Regra de Simpson — Erro — Exemplo 2

f(x)=0,2 +25x —200x > + 675x > —900x * + 400x >

b— +b
h=""2-04, x,=a=0, xlza?zoA, x,=b=0,8

2
ook = 2, ) 46 ) )

0]

:% [f(0)+4f(0,4)+f(0,8)] = 1,36746667

b_a F iv
[Erro| = %Q{?ﬁ(} fl )(XX
0,8-0) . ,
[Errol BLRL) e (x) [ **#(x)ax = 1,64053333 3 (valor exato)

180(2)" x<l02]

£)(x) = —21600 + 48000x

max

x€la,b]

£*)(x) = max [f*)(x | = 16800

x€[0,0.8

5
[Erro| < 12%2)6) x 16800 =1,91146

0,8
J.O f(x)dx ~1,36746666 7 (simpson—2subintervalos)

Erro = 0,27306666 (erroobservado)
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Integracao Numerica

Regra de Simpson — Erro — Exemplo 3
» Integre f(x), de a=0 até b=0,8 pela Regra de Simpson usando 4 subintervalos.

f(x)=0,2 +25x —200x > + 675x > —900x * +400x "> .
n=4 th:O,Z 284
4 249
{[O 012]1 [012 014]/ [0;4 016], [0,6 0,8]} 214
1.7
f(x)=0,2 +25x —200x > + 675x > —900x * +400x"> 144
105
0.8 0741
jo f(x)dx ~ 1,62346666 -
il

‘Erro‘ =

£)(x )

Max

xela,b]

‘Erro‘ <

(0,8-0)

f(”)(x)(: max

f(iv)(x)‘

180(4)* o2

—21600 + 48000x

£")(x )| = 16800

x€[0,0.8

(08)

20(4)? x 16800 = 0,119466

0

008 016 024 032 04 048 056 064 072 7

0,8
IO f(x)dx =1,64053333 (valor exato)

0,8
_[0 f(x)dx ~ 1,62346666 (simpson—4 subintervalos)

Erro = 0,01706667 (erroobservado)
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