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Multiplicadores de Lagrange e Dualidade em Programacao Linear

Uma aplicacdo de derivadas de fun¢des de uma ou mais varidveis é a determinacdo de valores
maximos e/ou minimos.

Maximos e Minimos Irrestritos

A definicdo de extremos relativos para fun¢des de duas variaveis de entrada é idéntica aquela para
fungdes de uma variavel, s6 precisamos lembrar que estamos trabalhando com fung¢des de duas
variaveis (ou mais). Portanto, para fins de completude, aqui esta a definicdo de minimos relativos e
maximos relativos para fun¢des de duas variaveis.

e Uma func¢do f(x,y) tem um minimo relativo no ponto (a,b) se f(x,y) = f(a,b) para todos os
pontos (x,y) em alguma vizinhanca de (a, b).

e Uma fungdo f(x,y) tem um maximo relativo no ponto (a, b) se f(x,y) < f(a, b) para todos os
pontos (x,y) em alguma vizinhanca de (a, b).

Teorema (Regra de Fermat): Se f tem um maximo ou minimo local em (a, b) € D(f) entdo

(OF 0 by =
3x (a,b) =0

of ~
@(a,b) =0

Maximos e Minimos Restritos - Multiplicadores de Lagrange

A técnica de multiplicadores de Lagrange permite encontrar o maximo ou minimo de uma fungao
f(x,y) quando ha restri¢des nos valores das variaveis de entrada, ou seja se aplica a restricdes do
tipo g(x,y) = k. Arestricdo g é uma fun¢do com o mesmo dominio de f, e k é uma constante.

Teorema: Sejam f e g func¢bes que tém derivadas parciais de 12 ordem continuas num dominio
aberto comum D € R? (D é definido pela restri¢cdo g). Se (xo, Vo) € D é um ponto extremo de f em
D eVg(xy,yy) # 0, entdo existe um nimero A € R, tal que Vf(xg, yo) = AVg(xy, yo)-

Este teorema nos da uma condigdo necessaria (mas ndo suficiente) para que um ponto (xg,y,) € D
seja um ponto extremo de f.

Exemplo 1: Consideramos o caso bidimensional, z = f(x,y) com restricdo g(x,y) = k. Para facilitar
o entendimento suponhamos, sem perda de generalidade, que g(x,y) = k é uma circunferéncia, e
portanto, o dominio de f sdo os pares de pontos que formam esta circunferéncia.2
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Consideremos f(x,y) =z =x + y e a restricdo g(x,y) = x*> + y? = 1. Sejam algumas curvas de
nivel de z = f(x,y) = ¢; com valores explicitos ¢; (“c; chutados”). Geometricamente estamos

procurando por pontos da circunferéncia onde z assume valores maximos ou minimos.

(V2/12,V212,¥2

Axy)=xty
v2/12, -

V212,

(.

Comecemos na curva de nivel com ¢y, = 2, que nao tem pontos na circunferéncia. Entdo, claramente
o valor maximo de z na circunferéncia de restricio é menor que 2. Movemos a curva de nivel até

tocar a circunferéncia que ocorre quando ¢, = V2. Denominemos o ponto do primeiro toque de x*.
E claro que x* da um maximo local para z em g(x,y) = k, porque se vocé se afastar de x* em
qualquer direcdo na circunferéncia vocé estara em uma curva de nivel com valor ¢; menor.

Como a circunferéncia é uma curva de nivel para g, sabemos que Vg é perpendicular a ela. Sabemos
também que Vf é perpendicular a curva de nivel ¢, =+2. Uma vez que as duas curvas sio
tangentes em x*, estes dois gradientes sdo paralelos em x™.

Da mesma forma, se continuarmos descendo as curvas de nivel, a Gltima a tocar a circunferéncia
dard um minimo local e 0o mesmo argumento pode ser aplicado.

Exemplo2:z = f(x,y)eg(x,y) =k

~flx,vi=11

‘\ '\1 \\\x = flx, ¥v)=10
n,r11.|—L\~ "‘m_ '—jlt._'.'|=‘J

-, _‘.' "—jlt.'.'|=K
( — fix,vi=7

“, !

0

A Figura mostra a curva de g(x,y) = k junto de curvas de nivel de f. Estas tém as equacgdes
f(x,y) = c; onde ¢, € {7,89,10,11}. Para maximizar f (x,y) sujeita a g(x,y) = k é preciso determinar
o maior valor de ¢, tal que a curva de nivel f(x,y) = c; intercepte g(x,y) = k. Parece, da Figura,
que isso acontece quando essas curvas se tocam, ou seja, quando essas curvas tém uma reta
tangente comum. (Caso contrario, poderiamos aumentar o valor de c;.) Isso significa que as retas
normais ao ponto (xy,y,) onde as duas curvas se tocam devem ser as mesmas. Logo, os vetores

gradientes sdo paralelos, ou seja, Vf (xq, yo) = AVg(xy, v) para algum escalar V.b

b
Stewart, James Calculo, volume 2 / James Stewart ; tradugdo EZ2 Translate. -- Sdo Paulo : Cengage Learning, 2013.
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Entdo, a principal ideia é procurar pontos onde as curvas de nivel de f e a curva g sejam tangentes
entre si. Isto é o mesmo que encontrar pontos onde os vetores gradientes de f e g sdo paralelos
entre si. Quando as curvas de nivel de duas func¢des f e g sdo tangentes num ponto, seus gradientes
sdo paralelos neste ponto.

Exemplo 3: f(x,¥) = x% + 2y? no circulo x* + y? = 1 (g(x,y) = k)

(x*y*)

Fungdo Lagrangeana considerando uma restri¢do de igualdade

O fato das curvas f(x,y) = ¢; e g(x,y) = k serem tangentes ndo diz nada sobre a magnitude de
cada um dos gradientes mas nos interessa a direcao. Quando dois vetores apontam na mesma
direcdo significa que podemos multiplicar um por algum escalar positivo para obter o outro.
Especificamente, seja (xj,y,) um ponto em que as curvas de f e g sdo tangentes. Como essa
tangéncia significa que seus gradientes estdo alinhados/paralelos entdo podemos escrever

Vf(xo,¥0) = AVg(x9,¥0), A €ER

Nos anos 1700 Joseph Louis Lagrange escreveu uma fungdo especial que engloba f e g e uma nova
variavel A.

Lx,y, 1) =f(x,y)+Ag(x,y) — k)

A fungao £ é denominada de Fung¢do Lagrangeana ou simplesmente Lagrangeana, e a variavel 1 de
multiplicador de Lagrange.

As trés condicOes que precisamos resolver para encontrar x,y, e A passam por todas as derivadas
parciais de £ igualadas a 0, ou seja, VL = 0:

(9f ag _

!a(x,y) —ﬂa(x;Y) =0
d d
f(m)—ﬂ%(x,y) 0

L@
g(x’Y) —c=0
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Fung¢do Lagrangeana considerando m restri¢des de igualdade
Seja f(x) = f(xyq,...,x,) e sejam m restricoes g;(x) = g;(xq, ..., x,,) = 0.0 problema é
maximize (ou minimize) f(x), sujeitoa g;(x) = 0,i =1, ... ,m, comx = (xq, ..., x,)"

Para investigar maximo(s)/minimo(s) de f(x) sujeito as m restrigdes g;(x) = 0, definiremos a
Lagrangeana L:

LG8y e Bn) = FOO + ) 4igi()
i=1

onde A; sdo os multiplicadores de lagrange 4,.

A condig¢do necessaria é

(oL of - 99,

| — = — E 2L i=1,...
j=1

|6L_ 1

\azi_gi(x)’l_ .., m

formada por (n + m) equagdes em fungdo de (n + m) incognitas. A resolugdo do sistema fornece os
possiveis candidatos para maximos e minimos locais.

Fungdo Lagrangeana com uma restri¢gdes de desigualdade

Fonte 1: https://people.eecs.berkeley.edu/~Klein/papers/lagrange-multipliers.pdf
Fonte 2: http://repositorio.unicamp.br/jspui/bitstream/REPOSIP/306532/1/Padua SuzanGrazielleBenettide M.pdf

0 método do multiplicador de Lagrange também cobre o caso de restricoes de desigualdade do tipo
9i(x1, ..., x,) < 0. 0u seja, também podemos resolver problemas do tipo

maximo de f(x), sujeito as condig¢des g;(x) < 0, com x = (x4, ..., x,)T € D

Caso x* seja solucdo do problema de otimizacao, isto é, x* é o ponto que maximiza f no conjunto
viavel D, temos duas possibilidades:¢
(i) x™ esta na fronteira do conjunto viavel D, g;(x*) = 0 (Figura (b)); ou

(ii) x™ esta no interior do conjunto viavel D, g;(x*) < 0) (Figura (a)).



https://people.eecs.berkeley.edu/~klein/papers/lagrange-multipliers.pdf
http://repositorio.unicamp.br/jspui/bitstream/REPOSIP/306532/1/Padua_SuzanGrazielleBenettide_M.pdf
https://medium.com/towards-data-science/lagrange-multipliers-kkt-conditions-duality-intuitively-explained-de09f645b068
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Figura (a) Figura (b)

Detalhando

®

(ii)

Se g;(x*) =0, dizemos que a restricdo g; estd ativa no ponto x*. Geometricamente,
significa dizer que o ponto x* esta na fronteira do conjunto vidvel D. Entdo, estamos em
um caso parecido com a otimiza¢do com restricdo de igualdade, valendo a ideia do
Teorema dos Multiplicadores de Lagrange de que se x* é um ponto de maximo de f em D
entdo os gradientes de f e g; sdo paralelos nesse ponto. Logo, existe um niimero real A*
tal que

Vi(x") = A'Vgi(x")
Como o ponto de maximo esta na fronteira, e ndo no interior de D, temos que o gradiente
de f no ponto x* tem que apontar para “fora” da regido D, afinal, quando nao nulo, ele
fornece a direcdo de maior crescimento da f no ponto. O gradiente de g; no ponto x*
também fornece a direcdo de maior crescimento da funcao g; no ponto x*. Como no
interior do conjunto viavel temos g;(x) < 0 e na fronteira temos g;(x) = 0, entao Vg;(x")
também aponta para fora da regido D. Assim, Vg;(x*) e Vf(x*), além de serem paralelos,
tém o mesmo sentido: os dois apontam para “fora”da regido viavel, o que implica que 1* é
um escalar ndo negativo

AT=0
Desta forma temos

Vf(x*) =AVg;(x"),A"=20,g,(x*) =0

Se g;(x*) < 0, dizemos que a restricdo g; ndo esta ativa em x*. Geometricamente, significa
que o ponto x* esta no interior do conjunto viavel D. Entdo estamos em um caso de
otimizac¢ao sem restricdo e podemos aplicar a regra de Fermat, pois x* é um ponto critico
de f no interior do conjunto viavel D, ou seja, os valores de x independem de g;, e
portanto basta resolver a equagdo

Vf(x*) =0
Desta forma teremos
Vf(x)=0eg;(x*) <O.

ou seja, 1" = 0.

Podemos unificar as possibilidades (i) e (ii) através da equacdo A*[g;(x*) — 0] = 0, denominada de
condicdo de complementaridade. As solugoes desta equagdo sdo: A* = 0 ou; g;(x*) = 0.

a)

Se A*=0,entdo Vf(x*) = A Vg(x*) =0x Vg;(x*) =0, isto é, x* é um ponto critico de f
(podendo ocorrer g;(x*) < 0 ou g;(x*) = 0). Se g;(x*) < 0 entdo a restricdo g; ndo esta
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ativa no ponto x*. Se, porém, g;(x*) = 0 entdo que x* é um ponto critico de f na fronteira
do conjunto viavel D.

b) Por outro lado, se * > 0 temos g;(x*) = 0, isto é, a restricdo g; esta ativa em x* e, entdo
Vi(x*) =A2Vg;(x*),com A" > 0.

Uma conclusdo importante é que se a restrigao for do tipo < num problema de maximizagao, entdo o
multiplicador de Lagrange é nio negativo, ou seja, 4 > 0.

Observagao importante: Um aspecto util do método do multiplicador de Lagrange é que os valores
dos multiplicadores nos pontos de solucdo geralmente tém algum significado. Matematicamente,
um multiplicador A; é o valor da derivada parcial de £ em relacdo a restricdo g;. Portanto, é a taxa
em que poderiamos aumentar a Lagrangeana se elevassemos “a meta” dessa restricao. Mas lembre-
se que nos pontos de solucdo x, L(x,1) = f(x). Portanto, a taxa de aumento do Lagrangiano em
relacdo a essa restricdo é também a taxa de aumento do maximo valor restrito de f com relacdo a
essa restricdo. Em economia, quando f é uma funcao de lucro e g; é uma restricdo de recursos, 4; é
a quantidade (possivelmente negativa!) pela qual o lucro subiria se fosse permitido mais uma
unidade do recurso i. Essa taxa é chamada de prego-sombra do recurso i, que é interpretada como a
quantia que valeria a pena para relaxar a restricdo (por P & D, mineracao, suborno ou qualquer
outro meio).4

Exemplo 4: f (x,y) = x? + 2y% naelipse 2x? + 3xy + 4y? < 10

3.5

Observagdes:¢ Os multiplicadores de Lagrange sao variaveis auxiliares que transformam o problema
de otimizacdo restrito em uma forma irrestrita, de modo que o problema se reduz a resolucdo de
um problema de calculo. Conceitualmente, ele fornece a restricio ou restricbes um meio de
‘participar’ do processo de otimizagao, por meio do qual uma solucdo 6tima deve ser identificada.

d
http://www.cs.cmu.edu/~ggordon/Ip.pdf
€ https://www.geeksforgeeks.org/lagrange-multipliers/?ref=rp
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A fungdo de Lagrange, ou apenas Lagrangiano, quando queremos maximizar ou minimizar uma
funcdo objetivo sujeita a uma ou mais restricdes, a Lagrangeana nos ajuda a incorporar essas
restricoes diretamente no processo de otimizacao usando multiplicadores de Lagrange.

Geometricamente, a técnica de multiplicadores de Lagrange pode ser vista como o requisito de que
o gradiente da funcdo objetivo deve ser paralelo ao gradiente da(s) funcdo(des) de restricao. Ou
seja, em um ponto 6timo, a dire¢do mais ingreme de subida ou descida da funcao objetivo apontara
para uma direcdo em que a func¢do de restricdo ndo varia. Isso garante evitar violacdes das
restricdes ao mesmo tempo em que otimiza uma funcao objetivo.

Resumo: Os multiplicadores de Lagrange fornecem uma metodologia poderosa para encontrar
extremos de uma funcdo sujeita a restricdes. Essa abordagem — que combina a transformacdo de
um problema de otimizacdo restrito em um sistema de equa¢cdes — ‘resolve facilmente’ solugdes
6timas que satisfazem tanto uma fung¢do objetivo quanto restri¢des. O método dos multiplicadores
de Lagrange é uma das ferramentas mais uteis, estendendo o calculo padrao para resolver
problemas mais complexos do mundo real, desde modelos econdmicos até projetos de engenharia e
problemas de fisica.

Programacao Linear e Multiplicadores de Lagrange — Dualidade

Fonte 1: http://www.cs.cmu.edu/~ggordon/lp.pdf

Fonte 2: http://wwwp.fc.unesp.br/~adriana/Pos/P08.pdf

Fonte 3: https://www.youtube.com/watch?v=u vNrV14RXM&list=PLjK8TkmwOe0p8Ilv4gfaGniaDRKRkgro Q&index=4
Fonte 4: http://www.statslab.cam.ac.uk/~rrw1/opt/0.pdf

Fonte 5: https://people.eecs.berkeley.edu/~elghaoui/Teaching/EE227A /lecture7.pdf

Consideracgodes
e (ATB)T =BTA, AT+B"=(A+B)T
e ceR™, xe R, 4 € R™*", h e R™*!,
[ J

A - PL: minimize f(x), sujeito a Ax < b e x livre

Seja o programa linear-pl

min f(x) =c'x min  f(x) =c'x
=
sa Ax<b sa Ax—-b<0

Observe que a variavel x é livre. Vamos nos referir ao pl acima como o problema primal (P) e a
variavel de decisdo x como a variavel primal.

Introduzindo os multiplicadores de Lagrange m associados as restri¢des geramos o Langrageano
L,m)=c'x+n"(Ax —b) = —b"m + (A" + c)"x, x livre

O multiplicador de lagrange, m; pode ser visto como um parametro de penalidade para penalizar a
violacdo de restricdo (A;x — b;),i =1, ...m.

Consideremos X = {x € R™|Ax < b}. Entdo param = 0, f(x) é limitada abaixo por L(x, ), ou seja


http://www.cs.cmu.edu/~ggordon/lp.pdf
http://wwwp.fc.unesp.br/~adriana/Pos/PO8.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=u_vNrV14RXM&list=PLjK8TkmwOe0p8Iv4qfaGniaDRKRkgro_Q&index=4
http://www.statslab.cam.ac.uk/~rrw1/opt/O.pdf
https://people.eecs.berkeley.edu/~elghaoui/Teaching/EE227A/lecture7.pdf
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Vx € X,vr € R} : L(x,7) < f(x).f
A fungao Lagrange dual, ou simplesmente a fun¢ao dual é
q(m) = mxin L(x,m) = mxin{ch + T (Ax — b)}
q(m) = mxin{—an + (AT +c)'x} =—-bTm + rrgcin(ATn +c)Tx
q(m) = —b"m + n”gcin(ATn +o)x
Sua solucdo 6tima x depende de m e 0 mesmo acontece com o objetivo 6timo q(m).

A fungdo dual fornece uma desigualdade fundamental da teoria da dualidade: limitantes inferiores
para os problemas de minimizacao (superiores para problemas de maximizacao).

Lema: Para qualquer m > 0, q(7r) é um limite inferior para f(x) (em particular a solucdo 6tima do pl
primal), ou seja, () < f(x), Vr € R} e Vx tal que Ax < b.

Dem:Seim X = {x : x e R™"} e X, = {x : Ax < b,x € X}. Entdo
q(mr) =min L(x,m) = min [f(x) + n7 (Ax — b)]
x€X x€X

< min [f(x) + " (Ax — b)]

< min f(x) (poisAx —b <0)
X€EX}

=min f(x)
sa Ax<b
x livre

=f(x*),x €S c.q.d.

Corolario:
< * : : < *
max q(n) < f(x*) e, max Jrc‘rel}(r; L(x,m) < f(x*)

Da fungdo dual concluimos que

—b'n, ATm+c=0

) =minL(x, ) = .
q(m) x (x, ) {—00, caso contrario.

Como estamos interessados em obter limitantes inferiores para f(x), a situacdo q(mw) = —co ndo
interessa. Ou seja, nos interessa apenas quando A + ¢ = 0.

Assim, o maior limitante inferior para f(x) é obtido maximizando a fun¢do dual
max q(m) = max {—an + min(A"m + c)Tx} =max{-b'm: AT + ¢ = 0}
m=>0 >0 x m=>0

Ou seja,

f A condigdo 7 = 0 garante L(x, ) < f(x) pois (Ax —b) < 0.
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max —b'm min b'm
sa ATm+c =0 oudeformaequivalente sa ATm+c=0
m=0 >0

Este programa linear é denominado de problema dual (D) do primal (P) e m de variavel dual.

Observacoes
e Seja o plprimal min f(x), sujeitoa Ax < b,x € X.

e A Lagrangeana L(x,7) = f(x) + m(Ax — b) é uma fungio definida em X. Por exemplo, se
f(x) é definida x > 0 entdo NAO use x < 0 em L(x,).

e Ao definir a Lagrangeana as restri¢cdes perdem o efeito. O valor de x ndo precisa respeitar
as restrigoes.

e Ao minimizar L(x,m) (gerando a fung¢do dual), m assume um valo fixo e determina-se o
minimizador x. A restricdo Ax — b < 0 pode ser violada.

e Por outro lado, se substituir em g o valor de m obtido da resolucdo do pl dual, vc ndo
consegue calcular o valor de x.

B1 - PL: minimize f(x), sujeitoa Ax = b e x > 0 (pl na forma padrio

Considere o pl

minZ = c’x minZ = c¢’x
sa Ax =b= sa Ax—b =0
x>0 —x<0

Para formar a Lagrangeana introduzimos multiplicadores de Lagrange m; para as m restri¢cdes de
igualdade e y; para as n desigualdades e obtemos

Loomp)=cTx+nT(Ax—b)—u'x=-b"m+(c+ATm—pu)Tx,x >0

Se p; < 0 para algum j entdo uTx - —oo. Portanto sé é garantido a existéncia de um minimo finito
para L(x,m, ) se u; = 0 Vj.

Considerando y = 0, a fungdo dual é

q(m, 1) = min L(x,m,u) = min(—=b"m + (c + ATm — w)"x) = —b"mw + min(c + A" — p)"x
x>0 x>0 x>0

Temos q(m, ) = —o exceto quando A’m — u + ¢ > 0, caso em que é q(m, i) = —b' 7, ou seja:
_(=b"m, c+ATm—pu=>0
q(m 1) = {—00, caso contrario

O problema dual de um pl na forma padrao é maximizar a fun¢ao dual em relagdo a 4 = 0, ou seja,
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Entdo o pl dual é,

max —b'm max b'm
sa A'm+c—u=>0 = sa ATm+c=>0
u = 0,m livre T livre

B2 - PL: minimize f(x), sujeitoa Ax = b e x > 0 (ignorando x > 0 na Lagrangeana)

Considere o pl
min f(x) =c'x
sa Ax=b
x=0
Como vimos anteriormente (em B1), ndo é necessario utilizar x > 0 na formulagao do pl dual.
Lx,m)=cTx+nT(b—Ax) = (T —nTA)x +n"h,x >0
SejaA = [ay,ay, ...,a,], ¢ = (¢, ¢z v, ¢p), (cT —1TA) = (¢ — T ay,c; —nlay, ..., c, —nla,), entdo
Lgm)=cTx+nT(b—Ax) = (¢ —nTa)x; + (c; —mla)x, + -+ (¢, —mla,)x, + ' b,x =0
com dominio £ = R} X R™. A fungdo dual é
q(m) = min L(x,7) = min [(c" —=n"A)x + 7"h] = min [(c" —nTA)x] +n"b
x=0 x=0 x>0
q(m) = m>i(r)1 [(c1 =T a)xy + (c; =l az)xy + -+ (¢, — " ay)x, ] +7"b
X 2
q(m) = min (¢; —n’ay)x; + min (¢c; —nlay)x; + -+ min (¢, —n'a,)x, + ©'b
x1=>0 x>0 XnZO
Se o coeficiente de alguma variavel x for negativo, entdo q() = —oo. Se o coeficiente da variavel x;

for nulo, entdo x; pode assumir qualquer valor ndo negativo sem alterar a funcdo dual q(r). Assim,

a primeira parte de L(x,m), que depende de xq, ..., X,, é sempre —c ou zero. Se for zero, entio
L(x,m) =n’b.

Para cada escolha das variaveis duais, entdo a fun¢do dual é facilmente resolvida como uma soma de
n subproblemas.

q(m) =min (¢; —n’ay)x; + min (¢c; —'ay)x, + -+ min (¢, —n'a,)x, + b'm
x120 x220 Xn =0

Seja o subproblema associado a determinagéo de x;, entdo

— L
) - x]-—O, se ¢ na]20
min (G —7'a)xy = r

x>0 X >, seqg—ma <0

Se ¢ — nTaj < 0, entdo q(m) = —oo que ndo pode ser considerado um limitante inferior. Assim,
para determinar um limitante inferior devemos escolher 7 de tal forma que
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C

j—nTaj >0=q(n)=b"m

Assim,
nla; <c,nla, <cy,..,nla, <c, @nTA<cT oA <c

Entdo o pl dual é,

max 7'b
sa A'm<c
1 livre

C - PL: maximize f(x),sujeitoadx <bex >0

Considere o pl

max f(x)=c"x max f(x)=c"x max f(x)=cTx
sa Ax<b = sa Ax+s=b = sa Ax+s—-b=0
x=0 x,s=0 x,s=0

Desconsideremos as restri¢des x, s > 0 na construcdo da Lagrangeana, ou seja
Lx,s,m)=cTx—nT(Ax+s—b) =(cT —a"ADx—n"s+n"h,x,5s >0.

Podemos encontrar o conjunto II tal que m € IT implica em q() = m%{ﬁ(x, s,m)} finito, e para
X,S=2

7 € II calculamos o minimo de q (7).

Considere o termo linear —n”'s. Se algum elemento m; < 0, entdo podemos tornar - m;s; grande o
quanto quisermos tomando s; grande. Portanto, existe um maximo finito para q () se m; = 0 Vi.

Da mesma forma, o termo (¢ — 7 A)x pode ser tornado tio grande quanto quisermos, a menos
que (¢/ —nTa;) < 0 para todo i. Assim,

N={n:n>20,c"-nTA<0}=>ND={n:m>0nTA>cT}
Se escolhermos m € IT entdo
Tl =
rglgox{ n's}=0
escolhendo s; = 0 se m; > 0 e qualquer s; se ; = 0. Similarmente

max(c” — T A)x = 0.
x>0

Portanto, param € 11, q(m) = i’ b.

Entdo o pl dual é,
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min 7w'h
sa ATm>cT
m=>0

A intuigdo chave por tras da teoria da dualidade em programagcao linear é a seguinte: Para qualquer
problema de otimizagdo convexa, sempre existem configuracoes das variaveis duais, de modo que o
minimo irrestrito da Lagrangeana em relacao as variaveis primais (mantendo as variaveis duais
fixas) coincida com a solu¢do do problema original de minimizagao restrita.

A dualidade surge nao apenas de justificativas econdmicas, mas também da aplicacdo de condi¢des
de Kuhn-Tucker a problemas de PL ou da fun¢do Lagrangeana. (link)

Em suma, a relacdo entre PL PRIMAL e PL DUAL é dada na tabela

PRIMAL | maximize | minimize DUAL
< bi >0
restricoes > b; <0 variaveis
= bj livre
>0 =G
variaveis <0 < restricoes
livre =g

Linear Programming and Extensions, George B. Dantizg (1963), pagina 125 (link)

Veja, por exemplo, mais em:

e https://www.modelling-energy-systems.org/basics/duality-kkts

e https://loja.grupoa.com.br/otimizacao-continua-asp-teoricos-e-
computaciona9788522115013-
p1043312?srsltid=AfmBOootLxPfZE6nSMB0al.mDc3F4o0awc5h5fxvZzZNLMy2Md16ydZVIVI8



https://moodle2.units.it/pluginfile.php/383444/course/section/90788/MathOpt21_Lecture9_210316.pdf
https://www.rand.org/content/dam/rand/pubs/reports/2007/R366part1.pdf
https://www.modelling-energy-systems.org/basics/duality-kkts
https://loja.grupoa.com.br/otimizacao-continua-asp-teoricos-e-computaciona9788522115013-p1043312?srsltid=AfmBOootLxPfZE6nSMB0aLmDc3F4oawc5h5fxvzNLMy2Md16ydZVIVI8
https://loja.grupoa.com.br/otimizacao-continua-asp-teoricos-e-computaciona9788522115013-p1043312?srsltid=AfmBOootLxPfZE6nSMB0aLmDc3F4oawc5h5fxvzNLMy2Md16ydZVIVI8
https://loja.grupoa.com.br/otimizacao-continua-asp-teoricos-e-computaciona9788522115013-p1043312?srsltid=AfmBOootLxPfZE6nSMB0aLmDc3F4oawc5h5fxvzNLMy2Md16ydZVIVI8
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