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3.5.2 Localizacio de facilidades 200

Geralmente, temos trés objetivos

i.  Redugdo de custos (custos variaveis).

ii. Reducao de capital (investimento, custos fixos).

iii. Melhoria do servico (pode conflitar com os dois objetivos acima).
Se ha um conjunto de pontos/nds dispersos com demandas, entdo, quais sdo os
custos minimos para fornecer os produtos a esses pontos/noés de demanda?
Algumas formas de modelar esse problema sao:

1) caminho de custo minimo;

2) minimum spanning tree problems-MST:

3) problemas de roteamento de veiculo- VRP.

4) problemas de localizacgao;

5) problemas de localizacdo e roteamento.

0) Algumas defini¢des

N = {1,2, ..., n}: um conjunto finito de elementos chamados de néds ou vértices.
E ={1,2, ..., m}: um conjunto de pares de nos (i,j) chamados de aresta.
Definicdo 1: G = G(N, E) é chamado de grafo.

Definicdo 2: Grafo completo é o grafo que possui todas as ligaces possiveis entre
todos os nos.

Definicdo 3: Grafo orientado é um grafo onde as arestas sdo pares ordenados. Neste
caso a aresta (i,j) é chamada de arco (i,j) onde i é o no inicial e j 0 nd
final do arco. Caso contrario o grafo € dito nao orientado.

1) Caminho de custo minimo

O problema do caminho mais curto “shortest path problem”, consiste em encontrar o
menor caminho entre dois nos. Assim, resolver este problema pode significar
determinar o caminho entre dois n6s com o custo minimo, ou com o menor tempo de
viagem.

— ALGORITMOS: Dijkstra, Floyd
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2) Minimum spanning tree problems-MST

O problema da minima arborescéncia-MST é o de conectar n nds em uma rede sem
ciclos! (arvore geradora) e com o minimo de peso/custo total possivel (arvore
geradora minima).

— ALGORITMOS: Prim, Kruskall

3) Problemas de roteamento de veiculos-VRP

Se ao realizamos uma entrega a n clientes usando apenas um unico veiculo, ou seja, a
capacidade do veiculo ndo é uma restricao, com o veiculo retornando ao depdsito
apos a entrega final, temos o problema do caixeiro viajante-TSP.

Se necessario mais de um veiculo temos um problema de roteamento de veiculos.

Dados:
e G = (N,E) um grafo orientado completo

e N = CU {0} o conjunto de nos, onde C = {1, ..., n} é o conjunto de clientes e 0
o depdsito (né de saida)

e E=1{(,j)|ij€N,i=+j}oconjunto de arcos de conexdo entre os nos
- ¢jj — custo para percorrer o arco (i,j),1 ou seja, custo de ir do nésiaonéj
- di » demanda do cliente i
- K- numero de veiculos idénticos e capacidade Q localizados no depoésito

Objetivo: O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado-PRVC baseia-se em
encontrar um numero K de rotas com o objetivo de minimizar o custo total do
transporte e atender as seguintes restricoes:

i. Cada cliente pertence somente a uma rota;
ii. Cadarotainicia e termina no depdsito;

iii. A demanda total de uma rota nao pode exceder a capacidade do veiculo.

1 Ciclo é uma cadeia fechada em que n¢ inicial(final) coincide com o no6 final(inicial). Cadeia é uma sequéncia de arcos
sem considerar a orientagao.
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Formulagao I (http://taurus.unicamp.br/bitstream/REPOSIP/306902/1/Alves FernandoSilveira M.pdf)

Variaveis: para todo veiculo k e todo arco (i, j) € E,

Xijk € {0,1} = x;x = 1 se o veiculo k percorre a aresta (i, j) (Xi]-k A parai = j)

Funcio objetivo:

minZ = Z Z Z CijXijk

k=1 i=0 j=

Restricoes:

i.

ii.

1il.

1v.

O veiculo k deve partir do depoésito

n

zxgjk —1,vke{l,.. K

j=1

O cliente j é designado a um Unico veiculo k

K n
szijk = 1, \V/] € {1, ...,n}
k=1 i=0

Se o veiculo k sai do né i entgao ele entrou nesse né

n n

zxi]‘k = Z ink,Vi € {1, ...,n}, vk € {1, . K}

j=0 j=0

A demanda total da rota do veiculo k ndo excede a sua capacidade Q

n n
z diZXi]-k < Q, vk € {1, ,K}
i=1 j=0

Eliminacdo de sub-rotas isoladas da origem

> > Xy 99-1 Sc=C, 2<|9<|— | VkeK

ieS jeS

Exemplo: Sejan =9, Q = 50, K = 3. As coordenadas geograficas dos 9 clientes sao
indicadas a seguir:
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CLIENTE| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
X 16 23 40 9 97 78 20 71 64 50
y 32 1 65 77 71 24 26 98 55 50

CLIENTE 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Demanda 11 35 2 9 3 18

o
—_
(@]
—_
—_

Calculo das distancias/custos entre as cidades:

Custo 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 38 52 18 49 51 38 38 52 14
2 38 0 34 40 45 89 62 7 85 53
3 52 34 0 64 79 95 51 27 104 62
4 18 40 64 0 33 57 55 43 45 26
5 49 45 79 33 0 88 87 52 65 59
6 51 89 95 57 88 0 50 89 37 36
7 38 62 51 55 87 50 0 58 74 34
8 38 7 27 43 52 89 58 0 88 52
9 52 85 104 45 65 37 74 88 0 43
10 14 53 62 26 59 36 34 52 43 0

Veiculo 1:x(1,7,1)=x(7,6,1)=x(6,9,1)=x(9,10,1)=x(10,1,1)=1
Veiculo 2:x(1,3,2)=x(3,1,2)=1
Veiculo 3: x(1,4,3)=x(4,5,3)=x(5,2,3)=x(2,8,3)=x(8,1,3)=1

Custo total: 427
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Formulagao II - MTZ (http://www-bcf.usc.edu/~maged/publications/solvingRVRP-IIE.pdf )
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Variaveis: para todo veiculo k e todo arco (i,j) € E,
Xjjk € {0,1} = x;x = 1 se o veiculo k percorre a aresta (i, j) (xi]-k A parai= j)

u; € Z,Vi € {1, ...,n} é ademanda acumulada no né i

Funcao bjetivo:

Restricoes:

i. O veiculo k deve partir do depdsito

XOjk = 1, Vk € {1, ,K}

-

=1

ii. Ocliente j é designado a um unico veiculo k

K n
szijk = 1, \V/] € {1, ...,n}
k=1 i=0

iii. Se oveiculo k sai do né i entdo ele entrou nesse né

n n

zxi]‘k = Z ink,Vi € {1, ...,n}, vk € {1, . K}

j=0 j=0

iv. A demanda total da rota do veiculo k nao excede a sua capacidade Q

n n
z diZXi]-k < Q, vk € {1, ,K}
i=1 j=0

i.  Eliminacao de sub-rotas
u]- — Uj + QXij < Q - d],VI S {1, ...,n}, \V/] € {1, ...,n}
d] < U; < Q,Vl € {1,...,11}

Algoritmos heuristicos para resolver o VRP:
— ALGORITMOS: Christofides, Clarke and Wright
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4) Problemas de localizag¢ao de facilidades (Facility location problem)

Normalmente, ao procurar um local para (instalar) uma facilidade, varios fatores
desempenham um papel: localizacao dos fornecedores, localizacao dos clientes,
regulamentos, salarios, precos do solo, etc. Em muitos problemas de localizagao,
assume-se que a localizacao ideal é aquela que minimiza a soma das distancias para
os nés. No entanto, existem outras versdes de problemas de localizagao.

Os problemas resultantes sdo, entre outros: a) problema de p-medianas (p-median)
e; b) problema simples de localizagdo de planta - p-centros (p-centers).

a) p-medianas — localizacdo de p facilidades e a designacao de noés as
facilidades de modo a minimizar a soma das distancias as facilidades.

b) p-centros — localizacdo de p facilidades e a designacao de nos as facilidades
de modo a minimizar a distincia mdxima dos nos as facilidades.

Geralmente sao utilizados/conhecidos os seguintes dados:
] = conjunto de n nés que representam clientes,j = 1, ...,n

[ > conjunto de m noés que representam os locais candidatos a localizacdo de
facilidades,i =1, ...,m,m < n

g; — demanda do cliente j

dij — distancia do cliente j a facilidade localizada em i

cij — custo de atender a demanda q; a partir da facilidade localizada em i
fi —> custo fixo de instalacdo da facilidade em i

Qi — capacidade da facilidade localizada em i

a) Modelo matematico de p-medianas (minisum problem)

Deseja-se localizar/instalar um nimero pré-especificado de unidades de servico, de
modo a minimizar a soma das distancias das mesmas até seus usuarios.

Localizacdo de p facilidades e a designacdao de clientes as facilidades de modo a
minimizar a soma das distancias (distancia total) as facilidades.

i. A demanda de um cliente é atendida por uma unica facilidade (mediana)

ii. Todo cliente deve ser servido pela facilidade mais préxima

Dados (Uncapacitated facility location):

cij — custo para designar o cliente j a facilidade i

p — numero de facilidades a serem instaladas
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Variaveis:
y; € {0,1} —> y; = 1 se a facilidade é instalada no local i

xjj € {0,1} — x;; = 1 se o cliente j for designado a facilidade i

Funcio objetivo

Restricoes
i. Oclientej so é atendido pela facilidade i

I
Z Xij = 1,VJ € ]
i=1

ii. ocliente jnao pode ser designado a facilidade i se ela ndo for instalada
Xij Syl Vi € I,V] E]

iii. p facilidades deverao ser instaladas

b) Modelo matematico de p-centros (minimax problemn)

Deseja-se instalar um posto de servigo (pronto socorro, unidade do corpo de
bombeiros, posto policial) para servir diversas comunidades. Este posto deve ser
instalado numa dessas comunidades. O objetivo é minimizar a distancia entre o posto
de servigo e a comunidade mais distante, isto é, otimizar o pior caso.

Localizacdo de p facilidades e a designacdao de clientes as facilidades de modo a
minimizar a maxima distancia de clientes as facilidades.

Nova variavel: r — distancia maxima permitida de um cliente a uma facilidade

Nova funcio objetivo: minZ =r

Restricdo adicional (ao problema de p-medianas):

I
Z dinij <r, VJ € ]
i=1
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Uma extensdo é permitir locais de modo que cada né de demanda esteja no maximo
M quiléometros de uma instalagdao (problemas de cobertura). Outra extensdo é levar
em conta o roteamento ao localizar instalagdes: localizagao e roteamento.

Tanto o problema de p-medianas quanto o problema de p-centros, formulados como
problemas de otimizac¢do, pertencem a classe dos NP-hard. Problemas dessa classe
sdo pelo menos tao dificeis, nos termos de complexidade algoritmica, quanto
qualquer outro problema da classe NP. Mais detalhes sobre complexidade podem ser
encontrados em https://www.ime.usp.br/~pf/analise de algoritmos/aulas/NPcompleto.html.
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Comparacgdes

10-MEDIAN SOLUTION -- Avg Distance = 134.62

¥ - BorderSenes
V W SiteSeties

AssignmentSeries ¥ DemandSeries

vV @
vV m PlanlAssoanments vV & Plants

10-CENTER SOLUTION -- Max Distance = 373

AssignmentSenes ¥V DemandSeries

WV + BorderSeries v
v PlanlAnognmmll vV & Plants

MV W SiteSeries

iplinas.usp.br
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5) Problemas de localizagdo e roteamento-LRP

Em alguns casos, as entregas a multiplos n6s de demanda podem ser combinadas em
tours de entrega Unica (venda ambulante). Entdo vale a pena decidir
simultaneamente sobre localizacdo e rota. E necessario decidir em conjunto, porque
se ndo levar o roteamento em conta na fase de localizacao, a localizacao da facilidade
pode ser (muito) subdtima.

O Location-Routing Problem-LRP é um problema muito complexo. Os métodos exatos
geralmente sdo muito lentos. Heuristicas hierarquicas (localizacao primeiro, depois
roteamento), por exemplo, agrupar primeiro, rotear depois, sio muito utilizadas.
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