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Resumo

Na década de 1950 Debreu e Farrell definiram a medida da eficiéncia técnica de um
produtor como sendo a unidade menos a médxima reducao radial do consumo tal que o produtor
possa continuar a fabricar os mesmos produtos. Em 1978 Charnes, Cooper e Rhodes-CCR
desenvolveram uma medida radial da eficiéncia técnica e formularam a abordagem Data Enve-
lopment Analysis-DEA constituindo um passo fundamental em relacao a operacionalizacao do
cdlculo de fndices da eficiéncia técnica através de programacao matemdtica. Outras medidas
da eficiéncia técnica derivados da medida de CCR, foram desenvolvidas, destacando-se a medida
radial de Banker, Charnes e Cooper [1984], a medida radial Free Disposal Hull-FDH de Deprins,
Simar e Tulkens [1984], as medidas ndo radiais e as medidas de Girod [1996] aplicdveis quando
as quantidades consumidas e produzidas sao difusas.

Neste trabalho propoem-se duas medidas para analisar a eficiéncia técnica em ambiente
difuso, ou seja, quando as quantidades consumidas e produzidas sao difusas. A primeira medida,
denominada de CCRg, é uma generalizacdo da medida de CCR e serd aplicdvel quando as
quantidades consumidas e produzidas nao sao conhecidas com precisao e podem ser expressas
através de nimeros difusos do tipo LR. Com esta medida analisa-se a eficiéncia técnica para
diferentes niveis cortes p das quantidades difusas dos fatores de producao, tais como 0; 0,1; ...
1. Se =1, entao a medida sugerida coincide com a medida CCR.

A segunda medida sugerida, a medida FDHg, é uma generaliza¢do da medida FDH.
Esta nova medida é aplicdvel nas situacoes em que os planos de producao observados podem
ser contraidos e expandidos. As contracoes ocorrem na direcao da maior taxa e as expansoes
ocorrem na direcao da menor taxa do retorno de escala dos planos de produgao observados. Os
planos de producao observados podem entao ser vistos como sendo difusos se forem associados:
a) graus de realismo igual a zero aos planos de producao construidos a partir das contragoes
e das expansoes limites; b) graus de realismo pertencentes a (0,1) quando as contragdes e as
expanses sao menores que as contracoes/expansoes limites; ¢) graus de realismo igual a 1 se os
planos construidos coincidirem com os observados (isto é, para contracdes e expansoes nulas).
Neste cendrio pode-se entdo analisar a eficiéncia técnica dos planos de producgio observados
considerando diferentes graus de realismo dos planos pertencentes a tecnologia de producao (tal
como {0; 0, 1; ...; 1}), sugerindo que quanto maior o realismo mais realista é o indice da eficiéncia

técnica calculado. Se o realismo mfnimo é igual a 1, entdo as medidas FDHg e FDH coincidem.



vi

Abstract

In the 1950’s Debreu and Farrell defined the measure of the thecnical efficiency of a
producer as one minus the maximum radial reduction in inputs such that producer can continue
to product the same outputs. In 1978, Charnes, Cooper and Rhodes-CCR, developed a radial
measure of the thecnical efficiency and the Data Envelopment Analysis-DEA approach, which
became a basic step for the calculus of the technical efficiency index through mathematical
programming. With the development of DEA other models were formulated, namely the Banker,
Charnes and Cooper [1984] radial measure, Deprins, Simar and Tulkens [1984] Free Disposal
Hull-FDH measure, the nonradial measures and measures of Girod [1996] applicable when inputs
and outputs are fuzzy quantities.

In this work we propose two measures to analyse the technical efficiency when inputs
and outputs are fuzzy quantities. The first measure (CCRg measure) is a genaralization of the
CCR measure and is applicable when the inputs and outputs quantities are not known precisely
and can be expressed through fuzzy numbers of the type LR. With this measures the efficiency
indexes are calculated for differents p-levels cuts of the production factors, such that 0; 0;1; ...;
1. If p =1, then the measures CCRg and CCR coincide.

The second suggested measure, the FDHg measures, is a generalization of the FDH
measure. The new measure is applicable when the observed produtctions plans can be contracted
and expanded. The contractions ocurr towards the highest rate and the expansion towards the
lowest rate of the return to scale of the observed production plans. The observed productions
planes can be seen as being fuzzy if we associate: a) degreed of realism equal 0 (not feasible) to
the productions planes constructed from the threshold contractions and expansions; b) degrees of
realism belonging to (0,1) when the contractions and expansions are lower; c¢) degrees of realism
equal 1 if the planes constructed match the observed ones (without contractions/expansions).
In this scenario, we can analyze the technical efficiency considering differents degrees of realism
(such as 0; 0,1; ...; 1), suggesting as much as greater the realistic of the planes constructed,
more realistic is the technical efficiency index calculed. When the realism is 1, then the FDHg

and FDH measures concide.
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos anos, pafses e empresas tém adquirido cada vez mais a consciéncia de que
melhorias na produtividade! constituem-se em eficiente atalho para o progresso e o crescimento
econdmico. Para atingir maiores nfveis de produtividade, administradores lancam mao de virias
estratégias, dependendo principalmente da tecnologia disponivel, do meio em que a produgao
ocorre e da eficiencia do processo produtivo [Lovell, 1993, p.3]. A tecnologia compreende a
maneira como a empresa converte os insumos em produtos. O meio em que a produgao ocorre
estd relacionado com a localizagdo geografica. A eficiéncia produtiva do processo produtivo
apresenta duas componentes: a eficiéncia técnica e a eficiéncia alocativa. A componente eficiéncia
alocativa refere-se a habilidade do gerenciador de combinar, & luz dos precos, os insumos e
0s produtos numa proporcao étima. A componente eficiéneia técnica, objeto de estudo deste
trabalho, refere-se a habilidade de transformar insumos em produtos [Lovell, 1993, p.9-10].

A mensuragdo da eficiéncia técnica originou-se da definicdo de eficiéncia técnica de
Koopmans e da medida desenvolvida por Debreu [Fére, Grosskopf, Lovell, 1994, p.7]. Segundo
Koopmans [apud Lovell, 1993, p.10] uma organizagao é eficiente tecnicamente se e somente se: 1)
o aumento da producao de qualquer produto implica na reducdo do nivel de producao de outro
produto ou o aumento do consumo de pelo menos um insumo; 2) e se a redugao do consumo de
qualquer insumo implica no aumento do consumo de outro insumo ou a reducao da producao de
pelo menos um produto. Em 1951, Debreu [apud Russell, 1998, p.7 e 28| introduziu a primeira
medida radial da eficiéncia técnica em termos de um “coeficiente de utilizacdo dos recursos”,
definindo-a como sendo a unidade menos a maxima reducdo proporcional? do consumo observado

tal que o produtor continue a fabricar a mesma quantidade dos produtos. Um indice igual a

144 . L . . . L, . . .

E a medida de produtos fisicos produzidos a partir do uso de um nivel fixo de insumos. Isto pode incluir
todos os insumos e todos os produtos ou um subconjunto de insumos e de produtos. Na presenca de miiltiplos
insumos e/ou produtos deve-se reduzi-los a escalares positivos.

2A reducéo proporcional é a reducio numa mesma proporcio do consumo de todos os insumos.



unidade indica que o produtor é eficiente tecnicamente; um indice menor que a unidade indica
a presenca de ineficiéncia técnica e o consumo dos recursos pode ser reduzido. Em 1957 Farrell
desenvolveu um método de programagio matematica ndo paramétrica e empregou a medida de
Debreu para mensurar indices de ineficiéncia.

A contribuigao de Debreu/Farrell foi ignorada por mais de duas décadas e redescoberta
em 1978 por Charnes, Cooper e Rhodes-CCR. Estes trés pesquisadores estenderam a metodolo-
gia para miltiplos insumos e miiltiplos produtos, desenvolvendo programas lineares para calcular
indices radiais da eficiéncia técnica. CCR denominaram a metodologia de Data Envelopment
Analysis-DEA, porque no processo de cdlculo das eficiéncias é gerada uma ‘envoltéria’ formada
por facetas (definidas por hiperplanos) que sao constituidas de planos de produgdo eficientes
tecnicamente. Um plano de produgao observado pertencente & envoltéria é eficiente tecnica-
mente e a ele é atribuido grau de eficiéncia 1; um plano de producéo pertencente ao interior
da envoltéria (envolvido pela envoltdria) é ineficiente e seu indice de eficiéncia, diferente de 1,
é obtido comparando-se o plano com sua projecao na envoltdria. Varias medidas da eficiéncia
técnica foram construidas apés o desenvolvimento de DEA, destacando-se a medida de Banker,
Charnes e Cooper [1984], a medida free disposal hull-FDH de Deprins, Simar e Tulkens [1984],
as medidas ndo radiais e as medidas difusas de Girod [1996] que avaliam a eficiéncia técnica

quando as quantidades consumidas e produzidas sao difusas.

1.1 Objetivos do Trabalho

Analisando a evolugdo da mensuracao da eficiéncia técnica verifica-se que, apds 1978,
ocorreu um grande progresso na criacdo de novas metodologias e medidas da eficiéncia técnica
baseadas em programacao matemadtica. Atualmente os pesquisadores concentram seus esforgos
para extensoes destas medidas as mais variadas situacoes da vida real.

O objetivo deste trabalho é desenvolver, as medidas CCRg (uma generalizacdo da medi-
da de CCR) e FDHg (uma generalizagao da medida free disposal hull) aplicdveis na mensuragao
de indices da eficiéncia técnica em ambiente difuso, ou seja, quando as quantidades consumidas

e produzidas sao difusas.

1.2 TImportancia do Trabalho

Pelas publicacoes que tratam do planejamento da producdo, observa-se que empresas
e organizacoes de virios pafses estao empenhadas em melhorar seu processo produtivo e em
aumentar os niveis de produtividade. Constantemente sdo reportados resultados de andlise de

eficiéncia e de produtividade envolvendo as mais diversas dreas, como a financeira, da satde,



da educacdo e a agricola. No Brasil, verifica-se que hd uma crescente preocupacio com os
indices de eficiéncia e de produtividade, tanto na drea piblica como na privada. Observa-se,
que principalmente o governo federal vem concentrando esforcos com o intuito de aumentar a
produtividade e a eficiéncia dos servicos prestados.

Em vista dos empenhos mencionados, o conjunto das medidas da eficiéncia técnica
disponivel deve ser o mais amplo possivel. Deve-se ter medidas que possam ser aplicadas quando
os fatores de producao sao quantidades deterministicas e outras medidas quando forem quanti-

dades difusas.

1.3 Metodologia

A medida CCRg serd uma generalizacao da medida radial da eficiéncia técnica de CCR
baseada na programacio linear difusa de Campos e Verdegay [1989]. O modelo de Campos
e Verdegay, por sua vez, é baseado nas relagoes de ordem entre niimeros difusos definidas por
Ramik e Rimanek [1985]. O cdlculo dos fndices da eficiéncia consiste entao em comparar as quan-
tidades difusas do consumo e da produgao para diferentes conjuntos corte p destas quantidades,
tal como 0; 0,1; ...; 1.

No célculo de indices da eficiéncia técnica via medida FDHg, o consumo e a produgao
de cada plano de producao observado poderd ser contraido e expandido por escalares positivos
a€ (0,0, a<1lebel0,), S < +oo respectivamente, onde (a x 100) % e (5 x 100) % sdo as
variacoes maximas. Atribuindo diferentes graus de realismo aos planos construidos a partir das
contracoes e das expansoes dos planos observados, estes tltimos podem ser vistos como sendo
difusos. Para calcular a eficiéncia pode-se entao estipular graus minimos de realismo, tal como
0; 0,1; ...; 1, sugerindo que quanto maior o realismo mais préximo da realidade estd o tndice da

eficiéncia técnica calculado.

1.4 Definicoes

Nesta secao serdo estabelecidas as definicées de alguns termos especificos da drea de
producao e constantemente utilizados neste texto. A maioria das defini¢ées foram extraidas do

relatério de Steering Commitee for the Review of Commonwealth/State Service Provison [1997].

1. Benchmark: Benchmark & algo que pode ser usado como padrao e que serve de referéncia

para outras coisas.

2. Conjunto difuso A: Se X ¢ uma colecdo de objetos denotados genericamente por x, entao

o conjunto difuso A em X & um conjunto de pares ordenados A = {(x, ,u;l(ac)) rx € X}.



e 5(x) é chamado de funcdo de pertinéncia ou grau de pertinéncia (também denominada
de grau de compatibilidade ou grau de certeza) de x em A que mapeia X no espaco de
pertinéncia P. Geralmente P = [0,1], porém se P = {0, 1}, entdo A nao é difuso e ()
é identica a fungao caracteristica de um conjunto nao difuso [Zimmermann, 1991, p.12 e

13].

Conjunto corte p de A: O conjunto dos elementos que pertencem ao conjunto difuso A
e que apresentam pelo menos o grau de petinéncia i € chamado de conjunto corte y de A.
O conjunto corte p de A, A, = {u € R: pz(u) > p} é um subconjunto convexo de R tal
que existe m € R com p ;(m) = 1. Quando m é tinico, a quantidade difusa é denominada
de ntimero difuso, e se m nao é Unico geralmente a quantidade difusa é denominada de

intervalo difuso [Zimmermann, 1991, p.14].

Conjunto eficiéncia: E um subconjunto da fronteira de producio formado pelos planos
de producao eficientes tecnicamente, segundo a definicdo de Koopmans. Para estes planos
de producao, um aumento em qualquer produto requer uma reducao em pelo menos um
outro produto ou um aumento em pelo menos um insumo, e uma reducao em qualquer
insumo requer um aumento em pelo menos outro insumo ou a reducao em pelo menos um

produto.

Data Envelopment Analysis-DEA: Uma técnica de programacgao linear que identifica
as melhores priticas de uma amostra de produtores e mede a eficiéncia técnica baseado
na diferenga entre o nivel dos insumos (produtos) de um produtor observado e o nivel
dos insumos (produtos) daquele que apresenta a melhor pratica mantendo fixo o nivel dos

produtos (insumos).

Decison Making Unit-DMU: As organizacoes ou unidades de produgao ou produtores
a serem analisadas num estudo de andlise de eficiéncia ou produtividade. As organizacoes

podem ser piblicas ou privadas, com ou sem fins lucrativos.

Eficiéncia alocativa: Indica se o produtor emprega os insumos & luz dos pregos (dos

insumos) numa proporgio 6tima que minimiza os custos da producao.

Eficiéncia técnica: Pode ser obtida pela comparacao entre os niveis dos insumos e dos
produtos observados e os niveis 6timos. A comparagio pode ser através da razdo entre a
producao observada e o potencial mdximo atingfvel para um dado consumo, ou a razao
entre a quantidade dos insumos observada e o potencial mfnimo exigido para produzir uma

quantidade fixa dos produtos.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Fatores de produgao: Sao os insumos consumidos e os produtos gerados por um pro-
dutor. O conjunto dos fatores de producao também é denominado de plano de producao

ou vetor insumo-produto.

Folgas: Sao as quantidades extras a serem reduzidas (aumentadas) nos insumos (produ-
tos) para que o produtor atinja o conjunto eficiéncia apés todos os insumos (produtos)
terem sido reduzidos (aumentados) para atingir a isoquanta. Apds as redugoes (aumen-
tos) adicionais, o plano de produgao resultante pertence ao conjunto eficiéncia e portanto

é eficiente tecnicamente segundo a definicdo de Koopmans.

Fronteira de producdo: E a curva que representa a quantidade minima de um insumo
(ou combinagao de insumos) requeridos para produzir uma dada quantidade de produtos
(ou combinagdo de produtos). Também pode ser a curva que representa a quantidade
méxima de produtos (ou combinagao de produtos) produzidos a partir de uma dado nivel

de insumos (ou combinagao de insumos).

Isoquanta: E a curva que representa a quantidade de insumos necessdrios para produzir
um nivel fixo de produtos. Diferentes produtores localizados na mesma, isoquanta pro-

duzem o mesmo nivel dos produtos podendo empregar niveis diferentes dos insumos.

Medida Free Disposal Hull-FDH: Medida de eficiéncia técnica derivada da medida
BCC cuja condigao de convexidade (exigida na medida BCC) néo necessita ser atendida.

Nesta medida os produtores benchmarks sao produtores observados na prética.

Melhores praticas: E o conjunto de priticas de gerenciamento e de trabalho, de um
grupo de organizacoes similares, que resultam no potencial de produgdo mais alto ou na
quantidade 6tima de combinagdo dos produtos para um dado nivel fixo de combinagao de

insumeos.

Nimero difuso: Um ndmero difuso M é um conjunto difuso covexo normalizado contido
na reta dos nimeros reais R tal que: i) existe um tinico z, € R. com pg(2,) = 1 (z, é
chamado de valor médio de M); ii) a fungéo pu;(x) é continua por partes. [Zimmermann,

1991, p.57]

Organizagoes: Sao empresas puiblicas ou privadas com ou sem fins lucrativos. As empre-
sas podem ser bancos, hospitais, bibliotecas, fazendas agricolas, universidades, fundacoes

e lojas de comércio.

Plano de producéo: E o conjunto dos insumos utilizados e dos produtos gerados num

determinado periodo de tempo por uma organizacao.



18. Produtividade: E a medida de produtos fisicos produzidos a partir do uso de um nivel
fixo de insumos. Isto pode incluir todos os insumos e todos os produtos ou um subconjunto
de insumos e de produtos. Na presenga de miiltiplos insumos e/ou produtos deve-se reduzi-

los a escalares positivos.
19. Quantidade crisp: E um nimero exato, sem imprecisoes e probabilidades associadas.
20. Quantidade difusa: E um conjunto difuso.

21. Retorno de escala: Relacao entre produtos e insumos. Retornos podem ser constantes,
crescentes ou decrescentes, dependendo se a producao cresce na mesma proporgao, numa

proporcao maior ou numa proporg¢ao menor que os insumos, respectivamente.

22. Tecnologia de producao: Relacio incorporada no processo de produgao que determina

a maneira de como os insumos podem ser convertidos em produtos.

1.5 Estrutura do Trabalho

O trabalho encontra-se estruturado em cinco capitulos.

No primeiro capftulo é apresentada uma breve introducao ao tema, sao estabelecidos
os problemas a serem abordados e uma breve nocéo de como serao resolvidos. Por dltimo
apresenta-se uma justificativa do trabalho e a defini¢do de alguns termos especificos da drea da
producao utilizados no texto

O capitulo 1T descreve tecnologias de producéo e algumas medidas radiais, ndo radiais
e difusas da eficiéncia técnica.

No capftulo III serao desenvolvidas as duas novas medidas propostas para andlise da
eficiéncia técnica.

O capitulo IV consiste na explanacao da aplicacao das medidas definidas em trés con-
juntos de planos de producao.

No capitulo V apresentam-se as conclusées conseqiientes do desenvolvimento do tra-

balho e as recomendacoes para futuras pesquisas.



Capitulo 2

Medidas da Eficiéncia Técnica

Quando se discute a desempenho de uma empresa, é comum descrevé-la como sendo
mais ou menos ‘eficiente’ ou mais ou menos ‘produtiva’ [Lovell, 1993, p.3]. A eficiéncia possui
duas componentes: a componente referente a habilidade do gerenciador em transformar insumos
em produtos denominada de eficiéncia técnica, e a componente referente a4 habilidade do geren-
ciador em definir proporgoes 6timas dos insumos e dos produtos & luz dos precos praticados no
mercado, denominada de eficiéncia alocativa. A mensuracdo da eficiéncia técnica originou-se
da definigdo de eficiéncia técnica de Koopmans e da medida desenvolvida por Debreu [Fére,
Grosskopf, Lovell, 1994, p.7]. Segundo Koopmans [apud Lovell, 1993, p.10] uma organizagao é
eficiente tecnicamente se e somente se um aumento em qualquer produto gerado pela organi-
zacao requer a redugao no nivel de outro produto ou um aumento em pelo menos um insumo
empregado; e se uma reducao em qualquer insumo empregado por ela implica num aumento
em pelo menos outro insumo ou a reducdo em pelo menos um produto. Em 1951 Debreu [apud
Russell, 1998, p.7 e 28] introduziu a primeira medida radial da eficiéncia técnica em termos de
um “coeficiente de utilizacdo dos recursos”, definindo-a como sendo a unidade menos a maxima
reducao equiproporcional do consumo de todos os insumos observados tal que o produtor possa
continuar a fabricar os mesmos produtos. Um fndice igual a unidade indica que o produtor é
eficiente tecnicamente; um indice menor que a unidade indica ineficiéncia técnica e que o con-
sumo de todos os insumos pode ser reduzido na mesma proporc¢ao. Em 1957 Farrell desenvolveu
um método de programacdo matematica ndo paramétrica e empregou a medida de Debreu para
mensurar indices de ineficiéncia em fazendas agricolas dos Estados Unidos.

A definicdo de Koopmans sugere a comparacdo dos niveis dos insumos e dos produ-
tos praticados com os niveis 6timos [Lovell, 1993, p.4| de uma empresa. Por vdrios anos o
maior problema em se mensurar a eficiéncia técnica era a determinacao dos niveis 6timos de

uma empresa até que em 1978 Charnes, Cooper e Rhodes-CCR. formularam a abordagem Da-



ta Envelopment Analysis-DEA para mensurar radialmente indices da eficiéncia técnica. Com
o auxilio de programacdo matemstica nao paramétrica, DEA gera uma envoltéria dos planos
de producdo observados. Todos os planos de producéo pertencentes a esta envoltdria, que é
a fronteira de producgao, sao eficientes tecnicamente e seus niveis de consumo e de producao
sdo 6timos'. Os fndices da eficiéncia técnica associados aos demais planos de producdo siao os
menores escalares positivos que contraem os consumos (ou os maiores escalares que expandem
as produgoes) projetando os planos sobre planos benchmarks.

Apds o desenvolvimento de DEA foram elaboradas outras medidas da eficiéncia téc-
nica, como a medida radial de Banker, Charnes e Cooper-BCC [1984] e a medida radial de
Deprins, Simar e Tulkens-DST [1984]. As medidas de CCR, BCC e DST deferenciam-se quanto
a obtencao dos planos de producdo benchmarks que constituem a envoltéria. Na medida de CCR
os benchmarks sdo gerados por combinagoes lineares positivas (e por isso é designada de free
disposal conical hull - Tulkens [1993, p.2]); na medida radial de BCC as combinagoes lineares
que geram os benchmarks sdo convexas (recebendo denominacao de conver free disposal hull
- Tulkens [1993, p.2|); na medida de DST os benchmarks sdo planos de producéo observados
na pratica e portanto a fronteira de producio é constituida unicamente por planos observados,
recebendo a denominacao de free disposal hull.

Segundo Lovell [1993, p.13| as medidas radiais da eficiéncia técnica ndo sdo perfeitas
pois em vérias situacoes nio coincidem com a definicdo de eficiéncia técnica de Koopmans.
Empregando a notagdo de Fire, Grosskopf e Lovell [1994, p.26 e 39], seja a tecnologia de pro-
ducdo representada pela correspondéncia consumo C(y°) = {z : (x,y°) é vidvel}, onde x € RV
é um vetor de quantidades de insumos e y° € RM ¢ o vetor da quantidade fixa dos produtos
(qualquer par (z,y°), com = € C(y°), é um plano de produgdo vidvel). Sejam os subconjun-
tos Isoqgry = {z € C(y) : Az ¢ C(y) se A < 1} que é o conjunto isoquanta de C(y°) e
Efcogey ={r € Cy°) : & <x =2 ¢ C(y°)} que é o subconjunto eficiencia de C(y°). Tem-se
que E feqyey € Isoqe(yey- A definigao de Koopmans é rigorosa e requer que o produtor eficiente
tecnicamente pertenga simultaneamente aos subconjuntos E fcgyoy € 150qc (o), porém as medi-
das radiais identificam como eficientes os planos de produgao do conjunto E fcc 0y € qualquer
outro plano locado no conjunto I'soqc,.y ‘fora’ do subconjunto eficiéncia.

Para eliminar esta deficiencia das medidas radiais, vdrias medidas alternativas (de-
nominadas de medidas néo radiais) da eficiéncia técnica foram apresentadas com o objetivo de
torné-las Koopmans [Lovell, 1993, p.14]. Lovell alerta que todas as medidas nfo radiais sugeri-

das tem suas deficiéncias, porém verifica-se na literatura que a mais empregada é a de Charnes,

"Neste trabalho os planos de producéo pertencentes a fronteira de producéo serdo denominados de planos

benchmarks.



Cooper e Rhodes [1978]. A solugao sugerida por eles consiste em contrair radialmente os insumos
ou expandir radialmente os produtos alocando o plano de producao no conjunto isoquanta e em
seguida realocd-lo tal que passe a pertencer ao conjunto eficiéncia. O segundo passo pode ser
obtido através da inclusao das varidveis de folga dos insumos e dos produtos na func¢ao objetivo
do programa linear que calcula o indice da eficiéncia técnica radial o que leva a uma reducao
adicional do consumo de alguns insumos e/ou aumento da produgao de alguns produtos.

Quanto as medidas da eficiéncia técnica comentadas anteriormente pressupoe-se a in-
existéncia de incerteza em relacao as quantidades consumidas e produzidas, ou seja, sdo consid-
eradas quantidades deterministicas. Entretanto, em vdrias situagoes da vida real (p.ex. Campos
e Verdegay [1989], Luhandjula [1989], Girod [1996], Triantis e Eeckaut [1997], Cooper, Park e
Yu [1999]) é muito dificil conhecer o valor exato dos mesmos e segundo Triantis e Eeckaut [1997,
p.2], na maioria dos estudos relativos a producdo, os dados referentes aos planos de produgao
nao podem ser coletados com exatidao e estas imprecistes sdo devidas ao fato dos sistemas de
medicdo nao serem originalmente projetados para o propdsito de coletar dados e informagoes
uteis para estudos da produgéo. Recentemente, a teoria dos conjuntos difusos tem sido propos-
ta como ferramenta capaz de captar imprecisdes associadas aos planos de producao [Triantis e
Girod, 1998, p.2|, sugerindo a avaliagio da eficiéncia técnica em ambiente difuso, ou seja, quando
as quantidades consumidas e produzidas sao difusas.

Para a avaliacdo da eficiéncia técnica em ambiente difuso, estao disponiveis alguns
modelos que restringem as andlises a poucas maneiras de expressar em termos de quantidades
difusas os niveis consumidos e produzidos. A primeira medida desenvolvida por Sengupta [1992],
nao emprega quantidades difusas mas sugere a existéncia de imprecisdes entre os planos de
producao, o que é especificado através de restrigoes difusas no programa linear que mede o indice
da eficiéncia técnica. O segundo trabalho envolvendo planos de producao difusos e a mensuragao
da eficiéncia técnica é o de Girod [1996]. Num trabalho mais completo que o de Sengupta, Girod
desenvolveu um conjunto de medidas difusas derivadas das medidas de CCR, BCC e da medida
FDH. Estas medidas sfo tteis nas situacoes em que as quantidades consumidas e produzidas
sdo expressas através de limites inferiores e limites superiores, indicando ou niveis impossiveis

de ocorrer na prética ou niveis que facilmente podem ser implementados pelos produtores.

2.1 Eficiéncia Técnica

O conceito de eficiéncia na producao tem recebido um significado mais preciso na
economia depois que Koopmans e Debreu introduziram em 1951 a nocao de conjunto producao

[Tulkens e Eeckaut, 1995, p.474|, geralmente denominado de tecnologia da producao [Fére,
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Grosskopf e Lovell, 1994, p.25]. Segundo a terminologia de Koopmans-Debreu, a tecnologia de
producao é a colecio TP de pares (2,y) onde x € RV & um vetor de quantidades de insumos e

y € RM um vetor das quantidades de produtos que possuem a propriedade de serem vidveis?

TP = {(fL‘aU) :x € RN, y € RM; (z,y) ¢ Vizivel}

A utilidade da noc¢ao de conjunto producao para o propdsito deste trabalho é o fato de
que nos traz a nocao de fronteira e de interior do conjunto. Assim podem-se distinguir planos
de producao pertencentes ao interior da tecnologia de producdo, denominados de ineficientes,
e aqueles que pertencem a fronteira, denominados de eficientes. Portanto, a eficiéncia de um
plano de produgao pode ser calculada em termos da distancia entre este e a fronteira [Tulkens
e Eeckaut, 1995, p.475].

A eficiéncia técnica pode ser calculada segundo orientagdo consumo e orientacao pro-
dugao. Na orientagdo consumo procura-se a maior contragao possivel do consumo (mantendo o
nivel de produgio observado). Na orientagdo produgdo procura-se pela maior expansio possivel
do vetor producao, sem alterar o nivel atual de consumo. Devido a estas duas orientacoes serd
ttil a representagio da tecnologia pelos conjunto consumo (C(y)), conjunto produgio (P(z)) e

o grafico da tecnologia de produgao (TP).

1. C: Rf — C(y) € Rf = C(y) é o conjunto dos vetores consumo que produzem pelo menos

o vetor producao y;

2. P: Rf — P(x) € Rf = P(x) é a colecio dos vetores produgio possiveis de serem gerados

a partir do consumo de x;

3. TP = {(z,y) € RY™ .y € P(x), 2 € RY} = {(2,y) e RY™ : 2 € C(y), y € RY} =TP

é a colecao de todos os vetores consumo-producao vidveis.

Na figura 2.1 encontram-se ilustrados os conjuntos P(x)-gréfico (a) e C(y)-grafico (b).
Na figura 2.2, pdgina 11, o gréafico de TP da tecnologia, que é a drea limitada pelo eixo dos x e
a semi-reta 0a, e os conjuntos P(2°) = [0,7°) e C(y°) = [2°, +-00) modelam a mesma tecnologia,
porém representam diferentes aspectos da mesma. O conjunto consumo modela substituicdo de
insumos e o conjunto produ¢do modela substitui¢do de produtos. O grifico modela ambas as
substituicoes e adicionalmente modela a transformacao insumo-produto. A caracteristica que
P(x), C(y) e TP tém em comum é a possibilidade das representacoes de tecnologias em termos
de quantidades de insumos e de quantidades de produtos que nao envolvem o conhecimento de

precos.
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Figura 2.1: Os conjuntos producao e consumo da tecnologia.
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Figura 2.2: A tecnologia de producao.

A superficie do gréfico de TP, além de modelar a transformagao insumo-produto, mo-

11

dela também mudangas proporcionais que ocorrem na tecnologia caracterizando o que se chama

de retornos de escala. Qs seguintes tipos de comportamento de escala exibidos por tecnologias,

ilustrados nos trés gréaficos da figura 2.3, serao considerados neste trabalho.

1. Retornos Constantes de Escala (RCFE): se TPO = TP, 6 € R, 0 > 0;

2. Retornos Nio Crescentes de Fscala (RNCE) (também denominado de diseconomia de

escala): se TPA C TP, 0 < # < 1, ou seja, se TP CHTP, § = 1;

3. Retornos Nao Decrescentes de Fscala (RNDE) (também denominado de economia de

escala): se TP C TP, 6 = 1, ousejase TP CHTP, 0 <6 < 1.

Numa tecnologia que exibe retornos constantes de escala, duplicar o consumo acarreta

na duplicacdo da produgao. No caso de exibir retornos nao crescentes de escala a duplicacao

do nivel de consumo gealmente nao leva a duplicacdao da produgao, mas sim a um valor abaixo

deste. Quando a tecnologia apresenta retornos nao decrescentes de escala, na duplicagao do

consumo geralmente ocorre mais que uma duplicagdao da producéao.

20 par (z,y) também é denominado de vetor insumo-produto, ou de fatores de producdo, ou ainda de plano

de producao.
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Figura 2.3: Retornos de escala caracterizados pelo grafico da tecnologia.

Para garantir a existéncia das medidas da eficiéncia técnica que serdo definidas nas
préximas segoes, os conjuntos C, P e TP devem satisfazer as seguintes propriedades [Grosskopf,

1986, p.502; Fire, Grosskopf, Lovell, 1993, p.45, 63, 97]:

T1. TP(x,y) é fechado;

T2. 0¢ C(y);

T3. C(y) é fechado;

T4. v >z € Cy) = u € C(y) (propriedade do descarte forte dos insumos);
T5. P(x) é fechado e limitado;

T6. w <y € P(x) = w € P(x), (propriedade do descarte forte dos produtos).

A primeira propriedade indica que para produzir y é necessdrio consumir uma quantidade posi-
tiva de pelo menos um insumo. T4 indica que o consumo pode ser aumentado sem restrigoes e
T6 indica que se pode reduzir livremente a producao.

O célculo da eficiéncia técnica requer ainda a definigdo de dois subconjuntos de C(xz)
em relacdo aos quais a eficiéncia técnica é mensurada. Por exemplo, pode-se observar que os
planos de produgao vidveis de C(y) sao limitados superiormente, e dois subconjuntos contidos

nestes limites sio®:

1. O conjunto isoquanta de C(y): Isoqoy) = {z € C(y) : Az ¢ C(y) se A < 1},

2. O conjunto eficiencia de C(y): Efcaqy = {x € Cly) : 2" <z —= ¢ C(y)}*.

38e os insumos nio sastifazem a propriedade do descarte forte entdo convém definir o conjunto de eficiéncia
fraca de C(y): Effow) = {z € C(y) : 2’< z = 2’¢ C(y)}. No estudo desenvolvido neste trabalho o conjunto
C apresenta a propriedade do descarte forte e portanto I'soqo(y) = Ff fc(y) [Fére, Grosskopf, Lovell, 1994, p.40,
41].

“Veja definicio de < no apéndice B.
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Se C(y) é fechado ndo vazio entao Isoqcy) e E fco(y) também sdo conjuntos nao vazios e F feg,)
C Isoqqy) [Fare, Grosskopf, Lovell, 1994, p.40]. Podem ser definidos subconjuntos semelhantes
em P(z) e TP.

Mensurar a eficiéncia técnica orientagao consumo do plano (z°,4°) consiste entao, em
determinar quao longe da fronteira de C(y°) estd z° através de uma projegao de z° sobre E/ Jeawe
ou Isoqqy0) e na orientagao produgao através de uma projegao de y” sobre E fcp g0y ou Isogp (go)-
Dependendo do modelo de projecido, da tecnologia de producédo e da parte da fronteira sobre
a qual o plano serd projetado, podem-se obter diferentes medidas da eficiéncia técnica. Em
1978 Fire e Lovell, [1978, p.157|, sugeriram trés condigdes que uma medida da eficiéncia técnica
deve satisfazer®. Russell [1990, p.256] propds, numa quarta propriedade, que uma medida da
eficiéncia deve ser independente da unidade de medida. Assim, se EFC : C(z°) — R, for uma

medida de eficiéncia, entdo EFC(x°,y%), 2° € C(y°), y° > 0, satisfaz as seguintes propriedades:
I EFC(2°,y°) =1 & x € Efcgyey;
H Se §x° € C(y°), entdo EFC(62°,y°) = 6 LEFC(x°,y°), V6 > 0;
M Se z° < u, u € C(y°), entdo EFC(z°,y°) > EFC(u,y°);
Co EFC(a°,y°) é independente da unidade de mensuragao.

A propriedade I indica que aos planos de producao pertencentes ao conjunto eficiéncia
de C(y°) é atribuida eficiéncia igual a unidade. H reflete a homogeneidade de EFC, e diz
que reescalonar radialmente o vetor insumo por § > 0 implica no reescalonamento da eficiéncia
técnica deste vetor na proporcao 8 L. A propriedade M est4 relacionada com a monotonicidade
de EFC e indica que se o consumo aumentar de x° para u, u € C(y°), entdo a eficiéncia técnica
de (u,y°) serd estritamente menor que a eficiéncia de (z°,y°). A quarta propriedade relacionada,
denominada por Russell de propriedade da comensurabilidade, sugere que trocar a medida das
quantidade dos insumos e dos produtos nao altera o fndice de eficiéncia atribuido aos produtores
por EFC.

Em 1986, Bol [apud Russell, 1998, p.34] enunciou, através de um teorema, que nao
existe nenhuma medida da eficiéncia técnica que satisfaz simultanemante as propriedades I,
H e M para todas as tecnologias de produgao. Para superar este empecilho, Bol sugere dois
caminhos: (i) relaxar os axiomas de Férrell/Lovell; (ii) ou restringir a classe das tecnologias
nas quais o indice de eficiéncia serd aplicado. Neste estudo serao relaxados os axiomas I e M.

Considerando z° € C(y°), com y° > 0, estas duas propriedades serdo substituidas por:

Fire e Lovell também sugerem uma quarta propriedade - que EFC(z°, y°) “compara z com u € Efccy”,
mas segundo Russell [1985, p.113] esta condi¢do ndo é bem definida para medidas arbitrédrias da eficiéncia, sendo

redundante quando for bem definida.
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WI Efe(z,y°) = 1 < 2° € 1s0qc(yey;

WM Se z° < u, u € C(y°), entdo EFC(x°,y°) > EFC(u,y°).

Pela propriedade WI, se EFC for uma medida de eficiéncia, qualquer plano de pro-
dugao pertencente ao conjunto isoquanta é eficiente tecnicamente. WM é denominada de pro-
priedade de monotonicidade fraca pois exige que EFC atribua um indice de eficiéncia técnica a
(u,y°) menor ou igual ao de (z,y°), ao invés de um indice estritamente menor.

A seguir serao definidas as medidas radiais da eficiéncia técnica que mais comumente
ocorrem na literatura e que satisfazem as propriedades WI, H; WM e Co ( as medidas nao
radiais a serem sugeridas ndo satisfazem a proriedade Co). Todas as medidas radiais orientagao
consumo a serem definidas neste trabalho sao baseadas na medida de Debreu/Farrell, ou seja, na
contracao radial do consumo alocando o consumo no conjunto isoquanta de C. As medidas radiais
orientagdo produgdo, também baseadas no trabalho de Debreu/Farrell, consistem na expansao
da producao alocando o vetor producio no conjunto isoquanta de P. O cdlculo da eficiéncia via
medida nao radial consiste em inicialmente alocar radialmente o consumo no conjunto isoquanta
de C (ou a producéo no conjunto isoquanta de P) e em seguida na sua realocagdo no conjunto

eficiéncia.

2.2 Medida Radial da Eficiéncia Técnica

Nesta seg@o serao desenvolvidas medidas radiais das eficiéncias orientagdao consumo e
orientagdo producdo. As medidas chamam-se de radiais pois na orientacéo consumo (orientagao
produgao) contrai-se (expande-se) o vetor insumo (produto) através de um escalar positivo,
ou seja, todas as componentes do vetor sdo escalonadas na mesma proporcao. Para definir
estas medidas sejam J planos de producao observados, cada um transformando n insumos para
produzir m produtos. Seja M (j x m) a matriz das quantidades dos produtos observados e N
(j x n) a matriz das quantidades dos insumos observados. O escalar y;m, € M & a quantidade
que o j-ésimo produtor gera do m-ésimo produto e x;, € N é a quantidade que o j-ésimo

produtor consome do n-ésimo insumo.

2.2.1 Orientacao Consumo

No célculo da eficiéncia técnica radial orientacao consumo, a tecnologia serd modelada
pela correspondéncia consumo y — C(y). No célculo o nivel de producao y° observado serd

mantido inalterado e os recursos serao reduzidos até a isoquanta de C(y°). Se Ce(y°) = {z :
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22N, z2M 2 9° 2 € Bi} é o conjunto consumo que contém os vetores insumo que produzem

pelo menos y?, entao uma indicagao da proximidade de 2% da I'sogq,, 40y ¢ dada pela

Definicao 1 A funcao

EFCorn(y°,z°) = min X
s.a  zM Z>y°
ACx° > zN
z € Ri
é chamada de medida radial da eficiéncia técnica orientag¢do consumo supondo retornos con-
stantes de escala.

A medida definida (geralmente denominada de medida radial de CCR orientacao con-
sumo) para uma tecnologia linear por partes mede a eficiéncia de x° na produgao de y° assumindo
retornos constantes de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos (figura 2.4). Seu valor
estd em (0,1] (pois 0 ¢ Ce(y°)), e atinge seu limite superior se e somente se x° pertence a
isoquanta de C¢(y°)-conjunto consumo supondo retornos constantes (C') de escala. A medida
também é independente de unidades, por exemplo trocar trabalho/hora por trabalho/ano nao

afeta o valor do indice de eficiéncia [Fire, Krosskopf e Lovell, 1994, p.64].

y X,
4 A
TP C(,(y 0) x¢
C
y" ............ >
/100)(70
H -
0 Qocyo X0 »X 0 v Xy

(a) (b)

Figura 2.4: Medida radial da eficiéncia técnica orientagao consumo supondo retornos
constantes de escala.

A medida radial da eficiéncia técnica orientacdo consumo encontra-se ilustrada na figura
2.4. No gréfico (a) tem-se n = m = 1 e no segundo n = 2. Em ambos os casos A% é o valor
6timo do programa linear da definicdo 1 e A%z ¢ eficiente tecnicamente em relagdo a tecnologia
considerada. O novo nivel de consumo A%2° pertence a Isoqc o) (que é a envoltdria gerada),
e (A%z°,y°) é o plano de produgao benchmark de (°,y°).

Utilizando raciocinio andlogo que levou a defini¢ao 1, podem ser definidas medidas

radiais da eficiéncia técnica orientacao consumo considerando diferentes economias de escala.
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J
Definicdo 2 EFCnp,(y°,2°) = min { AN @ y° < 2M, 2N < XV zo, sz <1, z€ R'fr
j=1
J
Defini¢gao 3 EFCy,(y°,xz°) = min XV iy <M, 2N < XV ae, sz =1, z€ RJ_
Jj=1

As tecnologias consideradas nas definigoes 2 e 3 (que sao geradas pelos conjuntos de
restrigoes) satisfazem, respectivamente, retornos nao crescentes de escala-(N) e retornos varidveis
de escala-(V). A tltima medida foi desenvolvida por Banker, Charnes e Cooper em 1984 e
geralmente é denominada de medida radial orientacdo consumo de BCC. Ambos os ndices
calculados nas defini¢des 2 e 3 pertencem ao intervalo (0,1], e EFCyr,(y°,z°) atinge 1 se e
somente se z° estd na isoquanta de Cy(y°) e EFCy,(y°,2°) atinge 1 se e somente se z° estd

na isoquanta de Cy (y°).

¥y y
4 t TTT T
TP
TP, g
(1
s 2 (TR : ; : (xn, yo)
Vol : * L,
: (x )
: TPy,
0 Aoex0 /1”Nx” ).C" >X 0 ANy A0 on x© »X

(@ (b)

Figura 2.5: Comparacgao das eficiéncias radiais orientacao consumo supondo retornos
constantes, varidveis e nao crescentes de escala. (Fonte: Fdre, Grosskopf e Lovell, 199/,
p.67,69)

A comparacgdo das medidas com a hipétese de retornos constantes de escala e retornos
varidveis de escala, encontra-se no grafico (a) da figura 2.5. A comparagao entre as medidas
considerando retornos varidveis de escala e retornos nao crescentes de escala, estd representada

no gréfico (b).

2.2.2 Orientacao Producao

Na secao anterior foram definidos fndices da eficiéncia técnica relativos ao conjunto
consumo. Na obtencao da eficiéncia da atividade de um produtor era dada a quantidade dos

produtos e procurava-se a maior reducao radial vidvel no consumo. Nesta secdo a medida de
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eficiéncia a ser desenvolvida é orientagao producao e serd relativa ao conjunto produgao P(x).
Nos célculos serao dadas as quantidades consumidas dos insumos e obter-se-4 a eficiéncia a partir
da mdxima expansio radial do vetor dos produtos.

Seja Po(2°) o conjunto produgao supondo retornos constantes de escala e descarte
forte dos produtos. Deseja-se determinar a eficiéncia de y°, isto é, quao préximo radialmente y°
estd da fronteira superior de P (2°), ou seja, quao proximo y° estd da isoquanta de P (). Se
Po(x°) = {y : 2° > zN; zM > y; z € R/} for o conjunto produgao supondo retornos constantes
de escala e descarte forte dos produtos, entao uma indicagao da proximidade de y° da Isogp,, ()

é dada pela seguinte medida.

Definicao 4 A funcao

EFCoou(y°,2°) = max 6
s.a M > eocyo
x° > zN
z€R]
é chamada de medida radial da eficiéncia técnica orientagdo produgdo supondo retornos con-

stantes de escala.

TP,
P(7 (x 0) H’Cy"

y()

(@) (b)

Figura 2.6: Medida radial da eficiéncia técnica orientagao produgao supondo retornos
constantes de escala.

A medida EFCo oy (x°,y°) para uma tecnologia linear por partes, também denominada
de medida de CCR orientacao producao, ilustrada na figura 2.6, mede a eficiéncia técnica radial
de y° que é produzido a partir do consumo de x° quando a tecnologia satisfaz retornos constantes
de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos. Seu valor esté contido no intervalo [1, 00)
e atinge a unidade se e somente se y° € 150qp,(z0)-

A medida da eficiéncia técnica orientacao producédo encontra-se ilustrada na figura

2.6 para n = m = 1 (gréfico (a)) e n = 2 (grafico (b)). Em ambos os casos 0°° & o valor
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6timo do programa linear (da defini¢ao 4) e 8°“y° é um nivel de producao eficiente em relagao
a tecnologia considerada e portanto pertence a Isogp,(zo)- (O plano (z°,0°y°) é o plano de
producdo benchmark de (z°,y°)).

As medidas de eficiéncia definidas na seqiiéncia sao menos restritivas que as da definicao
4. Incluindo uma nova equagao no conjunto de restricoes que gera o conjunto producao pode-se

mensurar a eficiéncia técnica considerando retornos nao crescentes de escala e retornos varidveis

de escala.
J
Defini¢ao 5 EFCnowt(y°,x°) = max 0°N - °Ny° < 2 M, zN < 2°, sz <1, z€ R'fr
G=1
J
Definigdo 6 EFCyou(y®,2°) = max ¢ 0°7 :0°Vy° <zM, 2N <a°, Y "z =1, z€ R]
j=1
Jy Jy
1 * TTT T
............................... TP
H}cyo .................. TP(,,, / 4
TPy,
[2ZL0V I ROy S
y yo ......................... _q (x(),yo)
C P AP xo, () -
y (x> ") e,
0 > X ) » X
0 x 0 X

(@ (b)

Figura 2.7: Comparagao entre as eficiéncias radiais orientagao producao supondo
retornos constantes, varidveis e nao crescentes de escala. (Fonte: Fdire, Grosskopf e
Lovell, 1994, p.102,104)

A comparacao das medidas considerando retornos constantes de escala e retornos va-
ridveis de escala orientagdo produgdo encontra-se ilustrada no painel (a) da figura 2.7. A com-
paracao entre as medidas supondo retornos varidveis de escala e retonos nao crescentes de escala

estd representada no painel (b).

2.3 Medida Nao Radial da Eficiéncia Técnica

Na definigdo de Debreu/Farrell um produtor é tecnicamente eficiente se pertencer a
isoquanta enquanto que a definicdo de Koopmans é mais restritiva e classifica como eficiente

tecnicamente somente o produtor pertencente ao subconjunto de eficiéncia (que por sua vez
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estd contido na isoquanta). Como as medidas definidas na se¢ao anterior geralmente nao sio
Koopmans, surgiram algumas modificagoes (Fare e Lovell, [1978], Zieschang [1984], Charnes,
Cooper, Golany, Seiford and Stuts, [1985]) na tentativa de tornd-las Koopmans. Todas as
variagoes sugeridas apresentam vantagens e desvantagens [Lovell, 1993, p.13-14]; entretanto a
modificacdo mais empregada na literatura é a insercao, na funcao objetivo e nas restri¢oes do
programa linear que mede radialmente a eficiéncia técnica, das varidveis de folga fazendo com
que o programa linear tenha somente restri¢oes de igualdade [Charnes, Cooper, Rhodes, 1978,
p-437]. A modificacao é idéntica em todos os modelos de medidas radiais, e portanto o estudo
serd restrito & medida FFCras.

A medida EFCcry, (da definigao 1) pode ser escrita no seguinte programa linear (PL)

EFCcra(y°,2°) = min A
J
1
s.a Z’Z]yk] — 5 = y’?? k= 17 <y TN
=1
! J (1)
Az — sz-rij — 3? =0,i=1,...,n
j=1

zj € R, s} € R7, s € RT

onde s! e 2

sao respectivamente as folgas dos produtos e dos insumos. A medida nao radial da
eficiéncia técnica supondo retornos constantes de escala (denominada de medida ndo radial de

CCR orientacao consumo) é dada por:

Definicao 7 A medida EFCorne é o medida nao radial da eficiéncia técnica orientacdo con-

sumo com retornos constantes de escala, onde

EFCorme(y®,2°) = min A—e¢ <Z 85, + Zﬁ)
k=1 =1
s.a szykj — s,]c =y k=1,...,m
— (2)
=1
J
Azl — szmij — 322 =0,1=1,...,n
j=1

zj € R], s € R, st € RT

e e > 0 é uma quantidade infinitesimal positiva.
No modelo radial um produtor é considerado eficiente tecnicamente quando A = 1 e

2 = 5! = 0. Deve-se ressaltar que

na medida n&o radial o produtor é eficiente quando A=1¢ s
o indice de eficiéncia atribuido em (1) é igual ao atribuido em (2) entretanto o nivel étimo do
consumo, que é comparado com o observado, pode ser diferente, ou seja, o plano de producao

benchmark (x*,y°) de (2°,y°) pode ser diferente na medida nédo radial.
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Ce (1)
oPi(23)

P,(2.2)

Py(4,1) P.(5,1)

Figura 2.8: Eficiéncia técnica nao radial orientagao consumo considerando retornos
constantes de escala. (Fonte: Charnes, Cooper e Rhodes, 1978, p.436)

No exemplo representado na figura 2.8 pode-se identificar a diferenca entre a defini¢do
dos indices radial e nao radial da eficiéncia técnica do produtor Pg. Para o produtor Pg existem
duas possibilidades de minimo: (i) A = 1 e todas as folgas nulas e (ii) A = 1 com a folga do
primeiro insumo igual a unidade. E obvio que Pg é ineficiente tecnicamente pois emprega uma
unidade de insumo a mais que P3 e produz a mesma quantidade que P3. A solugao étima do PL
(1), como="6,¢6 A=1, 25 = 1, s3 = s2 = s1 = 0, ou seja Pg ¢ eficiente. O modelo (2) resulta
em A =1, 23 =1, 82 = 1, s2 = s] = 0, ou seja, Pg & ineficiente tecnicamente. O parametro
A = 1 expressa a impossibilidade de qualquer contracao radial do consumo dos dois insumos,
porém o consumo de o pode ser reduzido em uma unidade (fazendo com que Pg = P3).

Dependendo do valor atribuido a e, o programa linear (2) serd resolvido em duas

etapas. Seja entdo, \*, s'* e s2*

a solugao 6tima do programa linear (2). Na primeira etapa
da sua resolucao é determinada a maior contracao radial do consumo, alocando o plano de
produgao observado num plano intermedidrio pertencente a I'soqc o). Numa segunda etapa sao
determinadas as folgas méximas, realocando este plano intermedidrio até a fronteira de eficiéncia
[Ali, Seiford, 1993, p.138]. Para que o programa linear (2) seja resolvido seguindo corretamente
as duas etapas de cdlculo mencionadas, nao se pode atribuir qualquer valor a e pois dependendo

dos niveis dos insumos, a solugdo do programa nao é a correta. Em 1993 Ali e Seiford [1993,

p-292] apresentaram um teorema onde relacionam e com os valores dos insumos. Segundo eles,

—1
n
a solucdo do programa (2) é ilimitada sempre que € > (mlayi] {Zm”}> , OU seja, sempre
j=1..J | 4
i=1

.7:17'“7

—1
n
que € < (maxJ {wa}) o programa linear (2) terd solugio.
i=1

Como a maioria dos modelos de anélise de eficiéncia é baseada em programacao linear,
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Ali e Seiford ainda chamam atengdo ao seguinte detalhe. Ao determinar se uma varidvel nao
bdsica é ou nao é candidata a entrar na base, o preco reduzido desta deveria ser comparado com
o valor nulo. Entretanto, a maioria dos softwares nao faz a comparacao com o valor nulo mas
sim com um preco tolerancia, tal como 107® ou 10715, Dependendo do valor de ¢ usado e do
valor dos insumos e dos produtos, o prego reduzido (reduced cost) da varidvel nao bdsica pode
tornar-se muito préximo a este preco tolerdncia; se for menor que o prego tolerincia a varidvel
serd descartada e nao serd candidata a entrar na base quando na verdade deveria ser candidata.
Assim, a verdadeira otimalidade nao serd alcangada. Portanto, ao utilizar-se um software de
programagao linear para implementar (2) deve-se descobrir, antes, qual o valor desta tolerancia
e nao atribuir a e qualquer quantidade que satisfaca a condicdo do teorema de Seiford e Ali.
Para evitar o uso de € no célculo do indice nao radial da eficiéncia técnica orientagao
consumo considerando retornos constantes de escala, alguns pesquisadores sugerem que a re-

solugao do programa (2) seja substituida pela resolugao dos programas (1) e (2a)

m n
Méximo E sp + E s?
k=1 i=1
J
1 o
s.a g 2iYk; — Sp = Yp, K =1,....m
=1 (2a)
J
Axf — E 2T — 2=0,i=1,..,n
J=1

1 L 2 ,
zj € R], s, € R", s} € RT

Do programa (1) obtém-se o indice radial da eficiencia técnica EFCeop,(y?,2°) = A*, que é a
maior contracao radial vidvel do consumo, alocando o plano (2°,y°) sobre Is0qc(yey- O programa

linear (2a), onde A* é constante, tem a finalidade de maximizar as folgas dos insumos e dos

produtos para realocar o plano intermedidrio (A*x°,y°) sobre E feqye)-

2.4 A Medida Free Disposal Hull-FDH

Em geral as fronteiras de producao geradas pelas medidas radiais e nao radiais da
eficiéncia técnica sao definidas por combinacoes lineares entre planos de producdo observados
eficientes tecnicamente. Portanto, a fronteira de produgéo pode ser formada por planos de pro-
ducao observados e planos de producao hipotéticos. Esta caracteristica, de planos de producao
que nao ocorreram na pratica pertencerem & fronteira de producao, é considerada indesejdvel por
alguns pesquisadores. Para suprir esta lacuna, em 1984 Deprins, Simar e Tulkens introduziram
uma medida radial denominada por eles de Free Disposal Hull-FDH que gera uma fronteira de

producao constituida apenas por planos de producao observados.
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Na medida radial desenvolvida, Deprins, Simar e Tulkens mantém o descarte forte
dos insumos e dos produtos bem como a propriedade de retornos varidveis de escala. Para
obter a medida FDH orientagdo consumo basta adicionar em EFCyy, a restricao z; € {0,1},
j=1,...,J que tem o objetivo de ‘enfraquecer’ a necessidade de convexidade da tecnologia de
producdo. Embora a adicao desta restricao transforme o cdlculo num problema de programacao
com varidveis discretas, existem algoritmos baseados no conceito de dominéncia® que simplificam
a solucao.

Na figura 2.9 encontram-se ilustrados o conjunto C¢(1) e a fronteira gerada pela medida
radial de CCR, e o conjunto Cppg (1) e a fronteira gerada pela medida FDH. Pode-se observar
que a fronteira gerada pela medida FDH, é a isoquanta de Cppg (1) e que coincide com o conjunto
de eficiéncia fraca. Portanto, a medida FDH classifica os planos de producio pertencentes a
isoquanta como eficientes tecnicamente e projeta os planos pertencentes ao interior de Cppy (1)
sobre esta. Por exemplo, o plano de producao P7 é ineficiente tecnicamente pois é dominado pelos
planos de producao observados Py, Ps, P3, Pg, P1g e P11. Graficamente o escore da eficiéncia
de P7 orientacao consumo é EFC’FDH]n(x7,y7) = % e seu plano de producéo benchmark & Py.”

A medida Free Disposal Hull orientacao consumo do o-ésimo produtor tem a seguinte

definic¢ao:
J
Definicao 8 A funcio EFCrprm(y°,x°) = min{\° : y° < zM, 2N < \%2°, sz =1,z €
Jj=1
{0,1}} é a medida FDH da eficiéncia técnica orientagdo consumo do o-ésimo produtor.
Tulkens [1993] demonstrou que é possivel calcular a eficiéncia técnica via FDH sem
resolver qualquer problema de programagio matemdtica, e sugere o uso de um algoritmo consti-
tufdo de dois passos que é baseado no conceito de dominéancia orientacdo consumo. Se o decisor
pretende calcular o indice da eficiéncia técnica orientacdo consumo do o-ésimo produtor, basta
executar o seguinte algoritmo, que mede EFCpprm através de comparagoes entre as unidades

de produc¢ao observadas:

Passo 1: Associar ao o-ésimo produtor o conjunto D, contendo os indices de todos
os vetores (zy,yx) satisfazendo xi, > 2k, © = 1, ...,n, com desigualdade

estrita para pelo menos um elemento, e ¥, = yjo, j =1 m.

7

6Sejam os planos de producio p° = (z°,4°) e p* = (md,yd). p? domina p° se z¢ < z° e y? > ¢°, ou se z¢ < z°
e y? > y° [Tulkens, 1993, p.4].

7 77 . Ti7 T27 T17 2
EFCrpamm(z',y") = min{ —, — ) = — = =
r12 T22 12 4
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Figura 2.9: As fronteiras de producao CCR e FDH.

Passo 2: Calcular o indice de eficiéncia técnica FDH usando

EFCrprm(x°,y°) = min {max <xid> }

deD, |i=1..n \ Zjp

Seja 0 = [ e zp = 1 para algum k € {1,...,J}. Entdo o k-ésimo produtor (que é
benchmark do l-ésimo produtor) produz pelo menos o que o [-ésimo produz, porém consumindo
menos. Esta medida é muito restritiva pelo fato de um produtor ser benchmark apenas quando:
(i) o nivel de todos os produtos é maior ou igual aos do produtor em anélise; e (ii) o nivel de
todos os insumos empregados for menor ou igual aos do produtor em andlise e com desigualdade
estrita para pelo menos um deles. Se nehuma destas duas condigoes for verificada (quando
D, = ¢) entdo o produtor analisado é eficiente tecnicamente.

A implementagao computacional desta medida entdo, consiste em implementar com-
paragoes do vetor insumo/produto de cada produtor com todos os demais vetores verificando a
existéncia de ineficiéncia no sentido direto da defini¢do de Koopmans: um produtor é ineficiente
se existir outro que emprega quantidades de recursos menores ou iguais (valendo pelo menos uma
desigualdade estrita), e seja capaz de produzir as quantidades de produtos iguais ou maiores.
Assim um produtor é ineficiente se for possivel encontrar outro que o domine no sentido recém
exposto; o dominante (ou referéncia) se constitui um benchmark para a dominada.

Muitas vezes a abordagem FDH é considerada o melhor cendrio para calcular a eficién-
cia pois sua fronteira de produgao é envolvida pelas fronteiras definidas na secao 2.2.1, resultando
em escores de eficiéncia maiores que EFCorp, EFCynin ¢ EFCyp,. FDH apresenta duas van-
tagens em relagao a outras medidas: (a) seus escores transmitem maior credibilidade pois sua

fronteira de produgdo possui ajuste maior aos dados; (b) compara cada unidade de produgao
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com outra unidade de produgao observada e ndo com cendrios hipotéticos (que sao planos de

produgao que nunca ocorreram na pratica [Girod, 1996, p.53].

2.5 Medidas da Eficiéncia Técnica Quando as Quantidades Con-

sumidas e Produzidas sao Imprecisas

Na literatura encontram-se trés alternativas para lidar com a eficiéncia técnica ao ocor-
rer imprecisdo na mensuragao de quantidades dos insumos e dos produtos [Girod, 1996, p.56]. A
primeira alternativa assume que existe um processo estocdstico que gera os niveis dos insumos
e os produtos. A dificuldade associada a esse enfoque é a determinacao das distribuicoes das
probabilidades das varidveis envolvidas nos cdlculos, pois a escolha de tais distribuicoes se faz
muitas vezes mais em fungio do instrumental matema&tico/estatistico disponivel do que de ev-
idéncias empiricas. A segunda alternativa envolve o uso de técnicas de pés-otimizagao tal como
andlise de sensibilidade, precos sombra e programacao paramétrica. Mas como enfatizado por
Carlsson e Korhonen [1986, p.17], estas técnicas s@o inapropriadas em andlises quando h4 in-
certeza associada & medida dos insumos e dos produtos. Por exemplo, a andlise de sensibilidade
é usada para gerar solucoes alternativas situadas na vizinhanca de um étimo; precos sombra
indicam o quanto a solugao 6tima melhorard em fungao do vetor restrigdao; e com a programacao
paramétrica é vidvel analisar mudangas em uma varidvel no conjunto de restri¢oes e na funcao
objetivo. Portanto, nenhuma destas técnicas orienta o decisor no sentido de seguir uma politica
melhor dado o grande nimero de cendrios de producao implementdveis e plausiveis associados
aos insumos e aos produtos [Triantis e Girod, 1998, p.2].

A terceira alternativa, baseada na teoria dos conjuntos difusos, foi inicialmente intro-
duzida por Sengupta [1992]. Ele propds que as restri¢oes e a fungio objetivo (dos programas
lineares empregados no cdlculo da eficiéncia técnica) sejam difusas e que sejam essencialmente
satisfeitas ou essencialmente nao satisfeitas. Em sua abordagem as relagoes entre insumos e pro-
dutos sao difusas e os insumos e os produtos sdo tratados como deterministicos. Fm 1996 Girod
desenvolveu uma metodologia de andlise da eficiéncia técnica empregando quantidades difusas
nos calculos; em sua abordagem o decisor é capaz de definir um “nivel fora de risco” e um “nivel
impossivel” de ocorrer para cada insumo e cada produto (figura 2.10, pdg.26). Niveis consum-
idos e produzidos fora de risco sdo conservadores e podem ser realmente obtidos na producao,
enquanto que nfveis impossiveis estao associados aqueles valores que representam cendrios de
producéo menos realisticos (tal como grande quantidade de produtos sem defeitos).

Em 1998 Ueda e Kamimura propoem uma medida aplicdvel nas situagoes em que as

quantidades consumidas e produzidas sdo nimeros difusos do tipo LR (figura 2.11, pag.29). Os
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pesquisadores sugerem uma agregacao das quantidades difusas transformando-as em quantidades
determinfsticas.

Nesta seciio serdo abordadas as medidas difusas da eficiéncia técnica comentadas®.
Para o desenvolvimento destas medidas, suponhamos que tenham sido observadas as atividades
de J produtores, cada um transformando n insumos em m produtos. Seja M (j X m) a matriz
contendo as quantidades difusas dos produtos observados e N (j x n) a matriz das quantidades
difusas dos insumos. Entao, 2;; € NV é a quantidade difusa consumida do 4-ésimo insumo pelo

j-ésimo produtor e y;;, € Méa quantidade difusa do k-ésimo produto do j-ésimo produtor.

2.5.1 Medida de Sengupta

Sengupta [1992] desenvolveu uma medida da eficiéncia técnica para avaliar planos de
producdo envolvendo muiltiplos insumos e um tnico produto. O abordagem de Sengupta é
baseada no programa linear dual da medida radial de CCR e na programacao linear difusa
simétrica de Zimmermann e sugere a existéncia de imprecisoes entre os planos de produgao

observados. O modelo pode ser escrito no programa linear difuso

Maximize w

s.a wdy + Xo0 < go + do
wdy <d;+ X[ =Y, j=1,2,..,0 (3)
0<w«l
B=0

onde g, representa o “nfvel de aspiracao” da funcao objetivo e d; é a violacao permitida da

j-ésima restrigido. A eficiéncia técnica do o-ésimo produtor é XDB (Girod, 1996, p.88].
o
Sengupta nao propoe nenhum procedimento para a especificacao e g, e d;. A dificul-
dade de fixar os niveis de tolerdncia e a limitagdo de trabalhar com apenas um produto sdo

impedimentos para a aplicacao pratica do modelo de Sengupta.

2.5.2 Medidas de Girod

Na medida desenvolvida por Sengupta nao podem ser inseridas as quantidades difusas
dos fatores de producdo. Girod foi mais além e desenvolveu um conjunto de medidas cujos
programas lineares empregam quantidades difusas semelhantes as representadas na figura 2.10.
A questao central da abordagem envolve a especificacao dos limites inferior e superior para cada
insumo e para cada produto. Tais limites sdo considerados valores “livres de risco” (valores

conservadores, certamente alcangdveis com os procedimentos tecnolégicos disponiveis para cada

8No Apéndice A deste trabalho encontram-se nocdes bdsicas sobre conjuntos difusos e programacio linear

difusa.



26

produtor) aos quais se associa um grau de possibilidade de ocorrer na pratica igual a 1, e
valores “impossiveis” (limites além dos quais os planos de produgao seriam certamente irrealistas)
associados a um grau de possibilidade zero de ocorrer. A quantidade de cada fator de producao
caracteriza-se assim, como um conjunto difuso cuja fungao de pertinéncia (ou distribuigao de
possibilidade) alcanga grau 1 no limite “livre de risco” e grau zero no limite “impossivel”,
decrescendo monotonicamente de um até zero nesse intervalo.

Sejam z;, 0 limite inferior e Z;, 0 limite superior do ¢-ésimo insumo do o-ésimo produtor.

A funcao de pertinéncia associada ao insumo x;, €

Lio — Tio .
fg(Tip) = ——,i=1,..,N,0=1,2,....J,
Tio — Tijo
Sejam yr,0 limite inferior e Yy, o limite superior do k-ésimo produto do o-ésimo produtor. A

funcao de pertinéncia associada ao produto y, €

g (o) = Lo Do jo— 1 M 0=1,2,....J.
| Yo — Yko

As duas fungoes de pertinéncia encontram-se ilustradas nos painéis (a) e (b) da figura 2.10.

JTN Hy 4
1 1
5 > X 5 5 = >y

(@ (b)

Figura 2.10: Funcgao de pertinéncia dos insumos e dos produtos. (Fonte: Girod, 1996,
p.91)

Das funcgoes de pertinéncia pode-se expressar ambos, Z;, € Yk, cOMo combinacao linear
dos seus respectivos limites.
Lio =Tjo — (Iﬂo - 77770) X ,ur(rm) (4)
Yko = (yko - gko) X My(,yko) + gko
Substituindo estas quantidades na defini¢ao 1 (se¢do 2.2) tem-se a medida da eficiéncia
técnica considerando retornos constantes de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos. O
indice da eficiéncia técnica EFCeogrm(y°,x°) entéo é obtido com o auxilio do seguinte programa

linear difuso paramétrico (os pardmetros sdo p, (z°) e 1, (y°))
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min A

J
s.a  py,(y°) x (ylm Uko + Yko < 227 1y (Yrj) (ykj *ﬂkj) —H?jh,]

J = (5)
> "z (5 — (315 — Tig) X e (37)] <A (@io — (Ti0 — Tio) X pu (%))
=1
Z; € B_{_

Para Carlsson e Korhonen [1986, p.25] o melhor valor da fun¢do objetivo, a um nivel fixo
de precisdo u, sempre ocorrerd quando todas as fungoes de pertinéncia forem iguais, ou seja,

1 (Tin) = iy (Yen) = p- Rescrevendo (5) tem-se

min A
J
s.a X (Yho — Tko) + ko < 3 25 (10X (Yog — Tng) + Fsn]
=1
7 ! (6)
> zjlaig (w5 Tig) X ] < Mo — (o — Tio) X 1)
7=1
Zj € R_‘{_

A medida da eficiéncia orientacdo consumo supondo retornos varidveis de escala e
descarte forte dos insumos e dos produtos EFCyar,(x°,y°) sera calculada com auxilio do

seguinte programa linear difuso
min A

J
sa 1% (Yo — Uko) + Uro < D25 16X (Yrs — Ukj) + Uin]

i1
>z [mig — (w5 — Tig) X ) <A (20 — (B0 — Tio) X 1)
j=1
J
sz =1, 2z € R
i=1

Mantendo a suposicao de fungoes de pertinéncia lineares e monotonicas crescentes para
os insumos e fungdes lineares monotonicamente decrescentes para os produtos, o decisor, para
uma dada funcao de pertinéncia p, pode transformar a medida FDH numa medida correspon-
dente. Incluindo a restri¢do z; € {0,1} em (7) obtém-se entdo o programa linear difuso para

calcular o fndice da eficiéncia técnica orientagao consumo EFCpppam(y°, x°).
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min A\

2j [ X (Yhj — Yrs) + Yin)

J
=1

s.a puX (yko - gko) + Yko <
J

zj [mij — (3i5 — i) X p] < A(Zio — (Zio — Tio) X 1) (8)

M-

1

7

(]~

zj=1, zeR]
1
25 € {0,1}

.
I

OBS.:A medida EFCrpparn(y°, ) também pode ser calculada através de um algoritmo seme-
lhante ao processo descrito na secao 2.4.

Para resolver (6)-(8) o decisor deve experimentar diferentes valores para a funcao per-
tinéncia p, por exemplo 0,1;0,2;...;0,9;1 e resolver o programa linear difuso correspondente
|Girod, 1996, p.99]. O conjunto de solugdes resultante desta série de programas lineares pode
ser representado graficamente em termos do conjunto de valores de u. Do grifico, o decisor terd
uma visao do comportamento da funcdo objetivo segundo a variacao de p, e permite extrair
conclusoes apropriadas.

A determinacao dos limites “livres de risco” e “impossivel” é essencial nesse proced-
imento pois a eles serdo associados graus de possibilidades de implementagdo dos planos de
producio. Por exemplo, segundo os termos de Girod [1996, p.99], os indices de eficiéncia técnica
associados a p = 0,6 serao interpretados como tendo 60% de possibilidade de serem realistas,
uma vez que sdo construidos a partir de planos de produgdo que tém, eles mesmos, 60% de

possibilidades de serem realistas.

2.5.3 Medida de Ueda e Kamimura

Ueda e Kamimura [1989] desenvolveram uma metodologia para mensurar a eficiéncia
técnica quando as quantidades consumidas e produzidas sdo nimeros difusos do tipo LR. Os
pesquisadores sugeriram uma agregacao das quantidades imprecisas transformando-as em quan-
tidades deterministicas (crisp). Seja A = (a,a,a) (ilustrado na figura 2.11) a quantidade difusa
de um fator de producao, onde a é o limite inferior, @ é o limite superior e a é a quantidade média,

entao segundo a metodologia de Ueda e Kamimura a quantidade deterministica que corresponde

a Aé

B (a+2a+a)
A—T. (9)

Como as quantidades dos fatores de produgao sdo expressas através de intervalos continuos, a

agregacao resulta em quantidades pertencentes aos intervalos (A € [a,al]) e geralmente tem-se



29

A+ a.

Apds transformados todos os insumos e produtos em quantidades deterministicas, basta
substitui-las na medida radial de CCR. Neste caso o programa linear resultante é independente
de parametros e os resultados obtidos nao indicam ao decisor o comportamento da eficiéncia

técnica em funcdo de diferentes conjuntos corte i dos fatores de producao.

v
S

Figura 2.11: Fatores de producgao expressos através de niimeros difusos do tipo LR.

2.6 Consideracoes Finais

Em 1951 Debreu e em 1957 Farrell definiram uma medida radial da eficiéncia técnica
como sendo a unidade menos a médxima reducao proporcional dos insumos tal que o produtor
possa continuar a fabricar os mesmos produtos. Em 1978 Charnes, Cooper e Rhodes desen-
volveram a abordagem DEA e o primeiro programa linear para calcular o indice definido por
Debreu/Farrell. Vérias medidas da eficiéncia técnica foram construidas apés o desenvolvimento
de DEA, destacando-se a medida de Banker, Charnes e Cooper [1984], a medida free disposal
hull-FDH de Deprins, Simar e Tulkens [1984], as medidas nio radiais e as medidas aplicdveis

nas situacoes em que as quantidades consumidas e produzidas sdo difusas.



Capitulo 3

Desenvolvimento de Medidas para
Analise da Eficiéncia Técnica em

Ambiente Difuso

No capitulo anterior foram apresentadas e discutidas algumas medidas da eficiéncia
técnica baseadas em programacao matemadtica. Dessa exposicao pode-se concluir que apés 1978
vérias medidas foram desenvolvidas, dentre as quais destacam-se as medidas de CCR [Charnes,
Cooper, Rhodes, 1978], a medida de BCC [Banker, Charnes, Cooper, 1984], a medida Free
Disposal Hull-FDH [Deprins, Simar, Tulkens, 1984], as medidas ndo radiais e algumas medidas
aplicdveis nas situacoes em que as quantidades consumidas e produzidas sao difusas.

Neste capitulo serdo desenvolvidas duas novas medidas para avaliar a eficiéncia técnica
em ambiente difuso, ou seja, quando as quantidades consumidas e produzidas sao difusas. A
primeira secido descreve a medida CCRg que é uma generalizacdo da medida de CCR. Tal
medida serd aplicdvel na mensuracao da eficiéncia técnica nas situacoes em que as quantidades
consumidas e produzidas nao sao conhecidas com exatidao e podem ser expressas através de
nimeros difusos do tipo LR. A medida sera baseada na medida radial de CCR, na relacao de
ordem entre niimeros difusos desenvolvida por Ramik e Rfmanek [1985] e na programacio linear
difusa de Campos e Verdegay [1989]. A mensuracao da eficiéncia consiste em avaliar a eficiéncia
técnica para diferentes conjuntos corte p dos insumos e dos produtos, como por exemplo p € {0;
0,1; ...; 0,9; 1}. Se p = 0, entdo nos cdlculos da eficiéncia consideram-se niveis de consumo
e de producao que apresentam possibilidade maior que 0 de terem ocorrido na prédtica e em
conseqiiéncia os indices da eficiéncia técnica calculados apresentam possibilidade maior ou igual
a 0 de terem ocorrido na prética; quanto maior o nivel de p (1 — 1), mais os conjuntos corte p

restringem as possfveis quantidades consumidas e produzidas e, portanto, maior é a certeza em
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relacdo aos indices da eficiéncia calculados; se u = 1, entdo os niveis consumidos e produzidos
utilizados nos cédlculos apresentam a possibilidade igual a 1 de terem ocorrido, e aos indices da
eficiéncia calculados é associada igual grau de possibilidade de ocorréncia na prética.

A segunda secao descreve a medida FDHg que é uma generalizacdo da medida Free
Disposal Hull. A medida FDHg serd aplicdvel nas situagoes em que sdo conhecidos os niveis
atuais do consumo X e da producao Y, e a reducao «, e a expansado 3, do consumo tal que
consumindo Xy = (1 —a,) X% e X5 = (14 3,)X° o produtor ainda gera quantidades plausiveis
Y,; e Y, da producao. Para proceder a andlise da eficiéncia o decisor deverd estimar os niveis da
producéo se o consumo for X% = (1 —¢)X%e X =(1+¢e)X° Ve € [0,a,] e Ve € [0, 3,] entao
a tecnologia de producao serd constituida por planos de producao resultantes de contracoes e
expansoes dos planos de producao observados e pelos planos dominados pelos primeiros. A
mensuragao da eficiéncia técnica orientacdo consumo consiste em determinar a maior contragao
radial vidvel do consumo alocando o plano na isoquanta do conjunto consumo da tecnologia de

producao.

3.1 Desenvolvimento da Medida CCRg

Em algumas situagoes as quantidades consumidas e produzidas podem ndo ser men-
suradas exatamente. Sempre que as quantidades consumidas e produzidas ndo sdo conhecidas
com exatidao, o decisor poderd ser capaz de especificar seus limites inferiores e superiores. Além
destes limites, suponhamos que o decisor seja capaz de especificar as quantidades médias que
ocorreram com maior possibilidade, caracterizando nimeros difusos do tipo LR (figura 2.11).
Nesta secao serd desenvolvida uma generalizacao da medida de CCR, denominada de medida
CCRg, que serd aplicdvel na mensuracao da eficiéncia técnica quando as quantidades consum-
idas e produzidas sdo nimeros difusos do tipo LR. O programa linear que definird a medida
CCRg serd baseado em relacoes de ordem entre niimeros difusos e na programacao linear difusa
de Campos e Verdegay [1989)].

Inicialmente serd definida a relacdo de ordem entre mimeros difusos desenvolvida por
Ramik e Rimanek [1985]. A seguir serd descrito o modelo de programacao linear difusa de
Campos e Verdegay [1989] cujas restrigoes sdo relagoes de ordem. Por iltimo serd sugerida a

generalizacao da medida radial de CCR

3.1.1 Relagao de Ordem entre Niimeros Difusos

O conceito de relagao de desigualdade entre dois nimeros difusos @ e b é baseado nas

seguintes definicoes [Ramfk e Rfmdnek, 1985].
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Definicao 9 a =g b se SUp d, < sup i),y, vy € [0,1].

Sedeb expressam quantidades ndo bem conhecidas representadas por nimeros ou
intervalos difusos, entao a relacdo @ 3g b tem a seguinte interpretacao: se u é o valor atual da
quantidade @ entao a possibilidade do atual valor v de b ndo ser menor que u é pelo menos tao
grande quanto a possibilidade da ocorréncia de u. Em outras palavras, para qualquer valor u de
@ existe um valor v de b nao menor que u com pelo menos a mesma possibilidade de ocorréncia do

valor u tem na distribuicdo possibilidade de @, ou seja: Vu € R Jv € R, [u SvA pg(u) < /LE(U)].
Definigdo 10 & 31, b se inf ., < infb,, Yy € [0,1].

Se a 31, b entao sempre que o atual valor v de b ocorrer, a possibilidade do atual valor
u de @ nao ser maior que v é pelo menos tdo grande quanto a possibilidade da ocorréncia de v
na distribuicio de possibilidade de b. A condicio na definicio é equivalente a: Yu € R Jv € R,
[u < v A pg(u) = p(v)].

Baseados nas definicdes 9 e 10, Ramik e Rimanek [1985, p.126] constréem a relacio

usada para comparar nimeros difusos.

Defini¢io 11 a Xbseda <pbea 35 b.

Pode-se interpretar estas trés definigdes da seguinte maneira: enquanto que @ =g b
indica que @ nao pode ser maior que iN), arelagdo @ 31, b indica que b nio pode ser menor que a,
e a relagdo @ = b significa que, simultaneamente, @ nao pode ser maior que b e b nao pode ser
menor que a.

Campos e Verdegay [1989, p.5] entdo, a partir da defini¢do 11, expressaram a = b em

termos de cortes p de a e b.

Conclusio 12 Sejam a,b € R nimeros difusos do tipo LR, tais que d = (a,a,a) e b= (b,b,b),

Quando for conhecido a priori um valor de p € (0, 1], correspondendo ao grau de otimismo do
decisor em relagdo a aceitacdo de @ = b pode-se considerar a seguinte versao da conclusao 12

[Tanaka, Ichihachi e Asai, 1984 apud Campos, Verdegay, 1989, p.5]:

a j“ i) =ap by, e ay < i)h, Vh € [,u, 1]

N

Como os nimeros difusos sdo do tipo LR, entdo a desigualdade & =< b pode ser substituida pelas

equacoes
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a < b,u € a, < B,u,u (1)

onde a, = pa+(1—p)a, b, = pb+ (1 — )b, a, = pa+(1—paeb, = ub+(1—p)be p e [0,1].

Portanto, @ =< b vale somente se as duas desigualdades expressas em (1) valerem para
qualquer conjunto corte i de a e b. Ou seja, quando o limite inferior (a,) do conjunto corte
de @ for menor que o limite inferior (b,) do conjunto corte p de be quando o limite superior do

conjunto corte p de @ for menor que o limite superior do conjunto corte p de b.

3.1.2 A Programacao Linear Difusa de Campos e Verdegay

Seja o programa linear difuso

max ¢z
s.a  arx3b;,i=1,2,...r (2)
x>0

onde a; = (a;1, @, .-, Ais), 1 = 1,2, ....;7 € um vetor de nimeros difusos, b; é outro ntimero difuso,

1" sd0 deterministicos (ou seja, as suas componentes nao sao difusas). Sejam a;

e os vetores x e ¢
e b; nimeros difusos do tipo LR expressos por dj; = (aji, @i, a5) € by = (b, 0;,0;), j =1,2,...,s

ei=1,2,..,7 cujas distribuicdes de possibilidade (ou funcoes de pertinéncia) sdo do tipo'

u—p
— SepPSUSKP
p—p
pp (1) = Ziiu sep<u<sp (3)
p—p

0 se u & [p, D]

A solucao de problemas de programacao linear difusa com estrutura semelhante ao de
(2) e distribuigdes de possibilidade representadas em (3) sdo amplamente estudadas, como por
exemplo em Campos e Verdegay [1989], Delgado, Verdegay e Vila [1989], Ramfk e Rimsnek
[1985], Hu e Hung [1996], Davis [1995] e Fullér e Zimmermann [1992]. Neste trabalho o desen-
volvido serd restrito ao modelo de Campos e Verdegay [1989].

Campos e Verdegay [1989, p.7| utilizaram as equagoes expressas em (1) e rescreveram

o programa linear difuso (2) no seguinte programa linear paramétrico

max CT r

(1 — p)a; + pag] v < (1 — p)b; + pb; ()
(1= wai +pa]e<(1—p)b+ub;
x>0,i=1,...,7; pel01]

s5.a

Para fins computacionais ¢ pode assumir os valores 0; 0,1; 0,2; ...; 1.

'Se p= (p,p, D).
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3.1.3 A Medida CCRg

Seja a medida radial de CCR

EFCros(X°,Y°)= min 6
sa zM2>2Y° (5)

0X° > zN

Zj = O, ] = 1,...,J
Analisando este programa linear verifica-se que a fungdo objetivo é formada apenas por 6 (sem
presenga de insumos e de produtos) e que as restrigoes sao relagoes de desigualdade entre quan-
tidades deterministicas.

Suponhamos que os insumos e os produtos sejam quantidades difusas do tipo LR

associados a distribui¢des de possibilidade semelhantes & especificada em (3). Seja M a matriz

dos produtos e N a matriz dos insumos. Substituindo em (5), M e N por MeN respectivamente,

e Y’ por Y°e X° por X° tem-se:

min #
s.a zM> ye
Lo (©)
AX? > 2zN

2,20, j=1,..,J

No programa linear difuso (6) verifica-se que a fungéo objetivo é formada apenas por
quantidades deterministicas, e que as restrigoes sao relagoes de desigualdade entre nimeros
difusos. Devido a estas caracteristicas, a solu¢ao ¢tima do pld (6) pode ser obtida a partir da
programagao linear difusa de Campos e Verdegay [1989]. Entéo, o pld para calcular a eficiéncia
técnica orientacdo consumo supondo retornos constantes de escala-EF C’gCRgm(m”,y”) do o-

ésimo produtor, serd

- 1
min 64

M'N

s.a (1 - M)gko + WYko < Zj5 [(1 - ,U)?jkj + /j“ykj]v k= L...,m

1

.
I

2 (1= )y + 1yes], k= 1,...,m
' (7)

2 [(1 — )5 + py] <05 [(1— 1) %io + i), i = 1,...,m

(1 - :u)yko + MYko <

M-

7

Mu

1

.
I

M'N

2j (1 — p)zij + pais] <05 [(1— () gio + i), i = 1,...,m
1
zj € R_{_, JIAS [0,1]

.
I

No célculo da eficiéncia técnica, considerando .J produtores, cada um consumindo n
insumos para produzir m produtos, e considerando k conjuntos corte p, devem ser resolvidos

(J x K) programas lineares formados por 2 x (n 4+ m) restri¢oes e (J + 1) vardveis cada.
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A mensuragao da eficiéncia via medida (7) consiste entao, em avaliar a eficiéncia técnica
para diferentes conjuntos corte u das quantidades consumidas e produzidas, tal como 0; 0,1; ...;
0,9; 1. Por exemplo, para p = 0 avalia-se a eficiéncia considerando nos cédlculos as quantidades
dos fatores de producdo que apresentam grau de pertinéncia maior que (), e em conseqiiéncia
ngo apresenta possibilidade maior ou igual a () de ser o verdadeiro indice da eficiéncia do o-
ésimo produtor. Quanto maior o nivel de p mais restrita é a possivel variagdo das quantidade
consumidas e produzidas, e conseqiientemente maior o realismo em relacao ao indice da eficiéncia
técnica calculado. Por exemplo, se ;n = 0, 4, entao nos cdlculos utiliza-se quantidades de consumo
e de produgao que apresentam grau de pertinéncia maior que 0,4, e conseqiientemente os indices
da eficiéncia técnica calculados apresentam no minimo a mesma possibilidade de terem ocorrido.
Variando-se entdao p em [0, 1], com a medida CCRg avalia-se a eficiéncia técnica de um plano de
producao para diferentes graus de otimismo em relacdo a ocorréncia na prética das quantidades
dos fatores de producdo. Anslogo a metodologia de Girod [1996], o decisor terd em méaos um
conjunto de solucoes resultante desta série de programas lineares, sendo possfvel analisd-las
graficamente em termos dos niveis p.

Se 1t = 1, entao verifica-se que os conjuntos corte 1 dos fatores de producio reduzem-se
a quantidades crisp que sao iguais as quantidades dos fatores de producao que ocorreram com
maior possibilidade, e portanto, os dois primeiros conjuntos de restrigdes do programa linear (7)
sao iguais. Igual fato verifica-se com as restrigoes do terceiro e quarto conjuntos. Portanto, se

=1 entdo o modelo (7) é totalmente crisp, ou seja, a medida CCRg a medida CCR.

Proposi¢ao 13 Seja o conjunto corte p dos fatores de producdo de todos os produtores. Se

w=1, entao a medida CCRg é igual a medida radial de CCR.

Demonstragdo: Se p= 1, entdo o programa linear (7) pode ser escrito como

min 9‘;21
J
5.0 Yko S E 2iYkj, k=1,...m
Jj=1
J
Yko S E 2iyki, k=1,...,m
j=1
J
> ziwi; <O wig, i =1,.m
=1
J
> zjwiy <O mig, i =1,..m
=1

2;20,5=1,...,J
Os dois primeiros conjuntos de restri¢ées sdo iguais, e os terceiro e quarto conjuntos também

sdo iguais. Portanto, o programa linear (7) reduz-se a



360

. p=1
min 6

J
S.a yko < E ijk77 ]{7 = 17 _“7m/
Jj=1
J
> ziwi < O i, i = 1,..0m
Jj=1
. J
zj € Ry

que é a medida radial de CCR considerando que os planos de producao sdo formados pelas

quantidades consumidas e produzidas que apresentam a possibilidade méaxima de terem ocorrido.

3.2 Desenvolvimento da Medida FDHg

A principal caracteristica que diferencia a medida free disposal hull-FDH da medida
radial de BCC é que, na primeira, a fronteira de producao é formada unicamente por planos
de producao observados. Esta caracteristica estd ilustrada na figura 3.1 onde estdo plotados
5 planos de produgdo observados (Tabela B.3, Apéndice B) e duas fronteiras de produgao: no
gréifico (a) a fronteira de produgao da tecnologia, sob hipétese de retornos varidveis de escala,
¢ formada pelos segmentos P1P4 e P4Ps; no grifico (b) a fronteira de producio gerada pela

medida FDH é formada pelos planos de producao observados Pq, Po, P3, P4 e Ps.

Produto Y Produto Y
A A
8 8 o
7 7 O PS
P,
4
3
2
i i—pp Insumo X Insumo X
0 1 3 5 0 1 3 5 >
(a) (b)

Figura 3.1: As tecnologias TPpcc e TPrpu € 0s planos de produgao observados.

Suponhamos que a tecnologia de producéo seja formada pelos planos de produgao
observados, pelos planos resultantes de contragoes e de expansoes destes (sem combinagoes
lineares) e pelos planos dominados por estes. O modelo de programagdo matemdtica para

calcular a eficiéncia neste cendrio pode ser obtido através da introducdo de pequenas alteragoes
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na medida FDH permitindo contracoes e expansoes controladas dos planos de producao. Um
modelo assim construido retém a caracterfstica desejdvel do benchmark ser construido sobre um
unico produtor mas flexibiliza o modelo FDH.

Nesta secao serd desenvolvida uma generalizacao da medida Free Disposal Hull-FDH,
denominada de FDHg, para calcular a eficiéncia considerando que os planos de producao podem
ser contraidos e expandidos. Inicialmente serd definido o que é retorno de escala e serd exposto o
método de Banker e Thrall [1992] para calculd-lo. Em seguida serd apresentada uma metodologia
para contrair e expandir os planos de producao observados de modo que a contragao ocorra na
direcdo da maior taxa do retorno de escala e a expansao ocorra na direcao da menor taxa do
retorno de escala. Por tltimo serd definido o problema de programacio através do qual serd

calculado o indice da eficiéncia FDHg.

3.2.1 Retornos de Escala

Retorno de escala, ou economia de escala, é uma relacdao entre insumos e produtos
[Steering Commitee, 1997]. Os retornos podem ser constantes, crescentes ou decrescentes, de-
pendendo do nivel da produgao crescer na mesma propor¢ao, numa pPropor¢ao maior ol numa
proporcao menor gue o consumo, respectivamente. Portanto, conhecendo-se o retorno de es-
cala pode-se conhecer a variacdo da produg¢do quando ocorrer uma redu¢do ou um aumento do
consumo.

O emprego de DEA na determinagao do retorno de escala originou-se do trabalho de
Banker [1984] quando introduziu a nocdo de most productive scale size-mpss®, e mostrou como
a medida CCR poderia ser empregada para obter uma estimativa do retorno de escala. O

N

trabalho de Banker é limitado & consideracdao de uma tnica solucdo 6tima para o programa
linear da medida CCR. o que corresponde & ocoréncia de um tnico hiperplano suporte para a
tecnologia de produgao, restringindo bastante suas aplicagoes empiricas [Banker e Thrall, 1992,
p.74-75]. Banker e Thrall [1992] foram mais além, e modelaram uma metodologia para mensurar
retornos de escala de planos de producéo pertencentes ao conjunto eficiéncia que é aplicdavel tanto
nas situagoes em que a solucao étima é tinica quanto naquelas em que a tal solucao nao é tinica.
Para descrever a metodologia é necessdrio definir os conjuntos
J J J
L TPpoc = (X,Y): X 2 ) 2 X;, Y <Y 2V, Y z=1,2€ R] ),
=1

=1 J Ji=1

2. TI(X°,Y°) = {(X,Y) : X =aX°,Y = yY°, a0,y € Ry, x #0},

2Um plano de producéo (X,,,Y;,) € T é um mpss se e somente se para todo (£X,,,yY) € T tem-se & > y.
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ijl,ZER'_{_ ,

J J J
=1

3. T(X°,Y%) =< (w,y) 1 2X° > > 2 X;, yY°< > Y],

=1 =1 j
onde X é a matriz dos insumos, Y é a matriz dos produtos e J é o nimero de produtores.
O conjunto TPpcc é formado por todos os planos de produgéo vidveis considerando retornos
varidveis de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos; o conjunto Il é formado por
planos de producao do tipo (xX°,yY?), z,y > 0, x # 0; o terceiro conjunto diferencia-se dos
anteriores quanto as quantidades pertencentes a ele. Enquanto que TPpcc e Il sdo formados
por planos de produgao, I é constituido por todos os pares de niimeros reais positivos (z,y)
utilizados na contragdo e na expansio de X? e de Y tal que (2X°,yY ) pertenca a TPpcc.
Os conjuntos TPgcc e T' encontram-se exemplificados respectivamente nos gréficos (a) da figura
3.1 e na figura 3.2. (Nas situagoes de um tnico insumo e de um tinico produto o conjunto IT
coincide com o primeiro quadrante do plano XY').

Na figura 3.2 estdo ilustrados os pares (z,y) que contraem e expandem o consumo e a
producido de P4 e geram planos de producao pertencentes a TPypcc. Com os pares de niimeros
locados no interior de I" sdo gerados planos de producdo pertencentes ao interior de TPpcc, e
com os pares locados na borda de T" (P,4) sao gerados planos de produgio pertencentes a fronteira

de producao de TPpec. Sejam entdo os segmentos

>

8/7

2/7

0 1/3 1 5/3

Figura 3.2: Imagem de T1(3,7)N TPgcc.

r=1-t 0<t<%
PPy

. 15t
y=1-—3¢

=1+t 0<t<3

€ PaPs”
yzl—‘-?—i



39

que definem a borda superior de T" (P4). Qualquer par de escalares (x,y) = (1 —1,1— 1—275) 0<
t< %7 pertencente ao primeiro segmento contrai (3,7) e o plano (3x,7y) pertence ao segmento
P1P, C TPpcc. Pares (z,y) = (1 +t,1+ %t) pertencentes a P1-p;- expandem (3,7) e geram
planos de produgao do tipo (3, 7y) pertencentes ao segmento P4P5s C TPpcc. Analisando a

inclinacdo das retas Prpg e Prpss pode-se concluir que?:

1. se o consumo de X? = 3 for contraido para X = 3(1 — t), ou seja, X serd decrescido em
t x 100 porcento, entdo o novo nivel da produgao serd no maximo ¥ = 7(1 — 1—27&% com

0<t<2.

2. se X? = 3 for acrescido em (¢ x 100) %, entdo o novo nivel da producéo serd acrescido em

(£t x 100) %, com 0 < t < 3.

O retorno de escala numa vizinhanca* préxima ao plano de producio (3, 7), denominado
neste trabalho por RFEscg3ry, ¢ dado pela inclinagao das retas que passam por (1,1) e que
definem a borda de I" (P4) [Banker e Thrall, 1992, p.78]. No exemplo acima as retas pr-ps* e
D1 D5+ passam por (1,1), e observam-se portanto dois valores para o retorno de escala em (3,7),
ou seja REsc3 7y = % e REsczr) = %. Banker e Thrall [1992, p.79] denominam o intervalo
definido por estes dois valores de “elasticidade do retorno de escala” numa vizinhanga de (3, 7).

Para estender a nogéo de retornos de escala a situagdo em que ocorrem multiplos
insumos e produtos, Banker e Thrall [1992, p.79] consideram aumentos proporcionais nos in-
sumos e nos produtos, mantendo fixo o mix insumo-produto igual ao de (X°,Y?). Os dois
pesquisadores desenvolveram a metodologia de cdlculo atendo-se & intersegao dos conjuntos

TPpcc e II(X°,Y?), e a solugdo do programa linear
EFCryve(X°,Y%) = max {(WY° +u®) : WM — VN +u® <0;VX° =1, W,V > &}

onde £ é uma quantidade infinitesimal positiva. Este programa linear é o dual do programa
linear utilizado para mensurar o indice nao radial da eficiéncia técnica de BCC.

Seja W*, V* e u® a solugdo 6tima de EFCjy, para o plano de produgado (X° Y?)
pertencente a fronteira de producao. Logo W*Y?+u® =1e V*X° = 1. Esta solucao identifica
um hiperplano suporte no ponto (X° Y?), e a imagem em I' de sua interse¢ao com o plano

TI(X°,Y?) serd da forma (W*Y°)y = (V*X°)xz — u®* [Banker e Thrall, 1992, p.79]°. Se esta

3Banker e Thrall, [1992, p.78-79].

*Chama-se vizinhanca de raio r de um ponto a € RY ao conjunto dos pontos z tais que ||z —a|| < r, onde ||z|
é uma norma Euclideana.

5Pois se (X,Y) € Pentio X =xzX°e Y = yY?, e qualquer ponto (X,Y") no hiperplano satisfaz a condicio de
W*Y +u™ =V*X.
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for a tnica reta que passa por (1,1) € T'(X°,Y?) entao pode-se calcular o retorno de escala em

V*XO 1 1
(X°,Y?), ou seja, REsc(xoyo) = WY T WY 1wt

Para determinar a elasticidade do retorno de escala nas situagoes em que a reta passante

por (1,1) € T ndo é unica, Banker e Thrall [1992, p.81] sugerem o cdlculo dos limites inferior e

superior de RFEsc a partir das relacoes

1 1

_ B + _
RESC(XO’Y(,) = < REsc(xoyo) < RESC(XOX(,) =T o (a)

onde

wr =min{u® W Y°+u =1 ;W M-V N+u <OV X°=1,W V" >} (b)

wt™ = max {u’T : WTY° + 0T =1, W M — VTN +u°T <K VTXO=1,WT VT >¢e}. (c)

No programa linear (b), ¢ minimizada a constante utilizada no cédlculo do limite inferior do
retorno de escala, e no programa (c) maximiza-se a constante, determinando o limite superior
do retorno de escala. Portanto, para calcular os limites mdximo e minimo do retorno de escala
de um plano de producao basta determinar a solugdo 6tima dos programas lineares (b) e (c¢) e
substituir a solu¢do 6tima das fungdes objetivo nas relagoes de desigualdade expressas em (a).
A metodologia sugerida por Banker e Thrall [1992] também pode ser empregada quando
(X°,Y?) nao pertence ao conjunto eficiéncia, empregando as seguintes proje¢oes de (X°,Y°) no

conjunto eficiéncia:

Nk *
Tio = 0" wpo — 57, 1 =1,...,n,
N % o
ypT - ypo + Spv p - 17 "'7m7

ES

* *
onde §%, si e s,

constituem a soluc¢do 6tima do programa linear que calcula o indice nao radial
da eficiéncia técnica considerando retornos varidveis de escala (medida BCC ndo radial). Apds
executar estas alteracoes, (X O,Y") pertence a fronteira de produgao recaindo-se na anilise do

retorno de escala detalhado nesta se¢io [Banker, Bardhan e Cooper, 1996, p.584].

3.2.2 Estimando a Produgao

No exemplo ilustrado na figura 3.1, painel (b), sdo detectadas duas deficiéncias da
medida FDH. A primeira deficiéncia pode ser observada no indice de eficiéncia atribuido aos
planos de producao Ps = (3,4) e P4 = (3,7). Apesar de ambos serem considerados FDH-

eficientes® verifica-se claramente que o processo produtivo de P4 é melhor que o de P3. A

6Apesar de P3 ser classificado como ineficiente tecnicamente pela medida FDH orientacio producio, serd

classificado como eficiente pela medida orientacao consumo.
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segunda deficiéncia pode ser observada nos indices de eficiéncia técnica atribuidos aos planos
Py = (3,7) e Po = (2,9; 3); apesar de Py consumir 96,6% do nivel dos insumos de P4 e produzir
apenas 42,8% do nivel produzido por Py, o indice de eficiéncia técnica atribuido a ambos é o
mesmo.

Seja o plano de producgado 154 = (X4,ﬂ>7 com X4 =3x(1-0,04) e 0 < Y4 <Yy
(154 foi construido a partir da contragdo do consumo de P4 em 4%). Dependendo do nivel da
producao Y47 o produtor hipotético Py passa a dominar o produtor observado Po. Entao, se o
produtor P4 reduziu o consumo em 4%, qual serd o novo nivel da produgao (supondo retornos
varidveis de escala e descarte forte dos insumos e dos produtos)? A solugdo desta questdo
foi sugerida anteriormente e baseia-se no estudo do retorno de escala numa vizinhanca de Py4.
Suponhamos que a elasticidade do retorno de escala numa vizinhanca do o-ésimo produtor
seja RESC(XO’YO)
(b x 100) % o aumento proporcional no consumo. Logo:

,RESC?_XO yoy|> © que (a x 100) % seja a reducdo proporcional no consumo e

1. se a quantidade consumida decrescer proporcionalmente e passar de X° para X° x (1 —a),

entao a producao decrescerd de Y para Y x (1 —aXx RES(:EFX(,’YO));

2. se a quantidade consumida aumentar proporcionalmente de X© para X° x (1 + b), entéo
a produgao crescerd de Y? para Y° x (1 + b x RESC(XO Yo)).

3.2.3 Limites das Contracgoes e das Expansoes

10 1h)

A elasticidade numa vizinhanca do plano de produc¢ao P4 do exemplo acima é [
Considerando-se portanto, uma reducao no consumo em 4%, passando das atuais 3 unidades
para 3 x (1 —0,04) = 2,88 unidades, entdo segundo a metodologia descrita na se¢io acima, a
producéo de P, passard de 7 unidades observadas para 7 x (1 —0,04 x %) = 6,7 unidades. Este
novo plano (154) domina Py e P3 sendo entao classificados como ineficientes tecnicamente (f’4 é
o plano de produgao benchmark de Py e P3).

Novamente surge uma questao: quais sdo os limites da contracdo e da expansao do

consumo de um produtor? Esta questdo depende do decisor, porém sugere-se uma das duas

alternativas:
1. o decisor fixa os limites das contracoes e das expansoes;

2. os limites sao calculados pelo decisor de modo que os planos de producao resultantes da

contracdo e da expansao ainda pertencam a TPgcc.

Independente da alternativa empregada, pode-se afirmar que o consumo de cada produtor podera

ser reduzido no maximo em (a x 100) %, 0 < a < 1 e expandido em (5 x 100) %, 5 > 0.
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3.2.4 Planos de Producao Difusos

Suponhamos que o plano de produgao observado do o-ésimo produtor seja (X, Y°) =
(Toly s Tons Yol -+, Yom )5 qUE RES(:(*X(,’YO) =1,e RE:@CE‘_X(,’YO) = S, e que os escalares positivos a
serem utilizados para contrair e expandir (X°,Y?) estejam em [0, ), @ < 1 e [0, 3,) respectiva-
mente. O intervalo que contem as possiveis quantidades a serem consumidas do i-ésimo insumo
& (Toiy Toi) = (oi (1 — o), x0i(1+3,)) C R e o intervalo que contem as possiveis quantidades

produzidas do k-ésimo produto & (Yok,Yok) = Yok (1 — @6 X o), Yo X (1 — B, x 1,)) C R .

Se for associado ao consumo do i-ésimo insumo a distribuigdo de possibilidade (ou fungao de

pertinéncia)

Uoi — Toi

— 8€ Ty < Upi < Toi

Loi — Toi

_ Loi — Uoi —
:u’zmj (71/) - —— 8€ Ty g Uoj < Toi (I)

Loi — Loi

0 5€ Ugj §é (Lnl;i'mi)

entao o consumo realizado pode ser visto como uma quantidade difusa. A quantidade difusa Z,;
é um nidmero difuso do tipo LR que pode ser representada pelo terno (Zoi, Toi, Toi), onde
Toi € To; sa0 08 limites inferior e superior e x,; é o nivel que apresenta a maior possibilidade de
ter ocorrido.”

Associando também a producao do k-ésimo produto a distribuicao de possibilidade

Vok — Yok
——  S€ Yok < Vop < Yok
gok — Yok
— —
P (0) = § LB 0k o o < ok < Fon (1)
Yok — Yok
0 5€ Upk §é (yokvgok:)

a quantidade produzida deste produto é um nimero difuso do tipo LR representado pelo terno
Yok = (y,,k,y,,k,g,,k)7 onde Yok € Yo a0 os limites minimo e méximo de producao e yor é o nivel
de producao que apresenta a maior possibilidade de ter ocorrido na prética. Portanto, se as
quantidades consumidas e produzidas sdo associadas as distribuigoes de possibilidade (I) e (II)
respectivamente, entdo o plano de producao observado (X,,Y,) pode ser visto como sendo um
plano de producao difuso, ou seja ()N((,,f/(,> = (To1s --os Tons Yol s -y Yom,)-

Os parametros ji, e p,, das equagdes (I) e (IT), sdo os niveis de realismo desejado
aos fatores de produgdo. Fixando o mesmo grau de realismo p as quantidades consumidas e
produzidas, ou seja, @ = p, = fi,,, 0s planos de produgao construidos a partir do plano de

producéo observado (X?,Y?) e que apresentam o grau de realismo igual a pu, sdo

7 p . .
Toi € 0 nivel de consumo observado pelo decisor.
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Xl = X1 —a, x (1 —p))
Yol =Y°(1 —a, x REsct x (1 — p))

e (I11)

XU = X0 (14, x (1 - p2)
YU =Y°(1+ 3, x REsc™ x (1 —p))
Dado o grau de realismo p, os escalares ¢ e e que contraem e expandem o vetor consurmo

do plano (X°,Y?°) sao respectivamente

c=ap(l—p) e e=0(1-p. (V)

Os dois planos de producao cujo grau de realismo é igual a p séo
X=X°(1-¢)
Y =Y°(1—c¢x REsct)

X% = X°(1 +e)
Y =Y°(1+ex REsc™)

Sejam ¢ € [0,a,) e e € [0,3,) respectivamente os escalares empregados para contrair
e expandir o consumo do plano de producao do o-ésimo produtor. Se ¢ = e = () entdo as
quantidades consumidas e produzidas atribuidos para z,; e para g,; respectivamente coincidem
com as observadas. Neste caso tem-se p = p, (u) = p,, (v) = 1 0 que indica que os niveis de
consumo e de producao atribuidos s quantidades difusas apresentam possibilidade méaxima de
ocorrerem na prética e de serem implementadas (ou ainda, de serem realistas).

Se ¢ — a, ou e — f3,, entdo ji, (u) — 0e p, (v)— 0,sugerindo que quanto maior a
expansao ou a contracao, menor a possibilidade associada a acorréncia na pratica do consumo e
da produgdo atribuidos ao i-ésimo insumo e ao k-ésimo produto respectivamente (ou seja, menos
realista é o plano de produgio gerado através da contragao ou da expansiao do plano observado).
Se ¢ = a, ou e = 3,, entdo p, (u) = g, (v) = 0, indicando que o plano gerado apresenta

possibilidade nula de ocorrer na prética (ou seja, é um plano de produgio néo realizdvel).

3.2.5 A Medida FDHg

Suponhamos que o decisor observou J planos de produgao, consistindo cada um de n e
de m produtos®. Seja PLA = {1, ...,.J} o conjunto dos indices dos produtores, INS = {1,...,n}
o conjunto dos indices dos insumos e PRO = {1,...,m} o conjunto dos indices dos produtos.
Suponhamos tenham sido calculados a elasticidade dos retornos de escala e que tenham sido

fixados os limites maximos e mfnimos das contragdes e das expansodes dos J planos de producio.’

80 plano de producdo do o-ésimo produtor é (X°,Y°) = (Zo1, ..., Tons Yol, -+, Yom )-

9A elasticidade do o-ésimo produtor é |REsc/, REsc,

(Xo,yoy (xo yoy| = [I%,8°] e os limites da contracdo e da

expansao respectivamente sdo a, e 3,,.
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3.2.5.1 A Tecnologia de Produ¢ao TPrphg

As mensuragoes dos fndices da eficiéncia técnica definidos no capitulo 2 séo feitos a
partir de construgoes de representagoes da tecnologia de produgdo (que sdo as restrigoes dos
programas lineares utilizados para calcular os indices). Utilizando a fronteira desta tecnologia
empirica sdo mensurados os indices da eficiéncia técnica dos planos de producao observados. A
tecnologia construida, além dos planos de producao observados, também é formada por planos
de produgao nao observados que sdo (necessariamente) resultantes de postulados relacionados
com a economia de escala e com relagdes de dominédncia. A seguir serdo relacionados os trés
postulados que geram a tecnologia de producao FDHg (TPppp,) ndo convexa (como em Tulkens

e Eeckaut [1995, p.475]).

e Postulado (i): Cada plano de produgao observado pertence a tecnologia de produgao.

e Postulado (ii): Os planos de producio nao observados dominados' pelos planos obser-

vados também pertencem & tecnologia de producado.

Estes dois postulados definem a tecnologia de producao free disposal hull - TPppp -

que pode ser escrita como segue:

J
TPrpy = {(X,Y) < RJJ\:_HVI : ZZ]'I']'Z‘ Lz, 1 € INS;

j=1
J
yk < Y 2k, k € PRO;
j=1
J
Y zj=1;2€{0,1}, j € PLA}.
=1

Conforme a secao anterior, a cada plano de producdo gerado pela contracdo e pela
expansao de um plano de produgao observado é associado um grau de realismo. Dependendo
entdo do grau de realismo desejado, a tecnologia de producgiao serd constituida por diferentes
conjuntos de planos de producio vidveis. Por exemplo, se desejamos que os planos pertencentes
a tecnologia tenham um grau de realismo maior ou igual a 0,4 entéo a tecnologia de produgao
serd constituida por planos cujos niveis de consumo e de producao tem grau de pertinéncia maior
ou igual a 0,4. O terceiro postulado a ser enunciado envolve os planos de producao gerados a
partir das contragoes e das expansoes dos planos de produgao observados e o grau minimo de

realismo p desejado.

e Postulado (iii): Os planos de produg¢do nao observados que apresentam realismo mi-

nimo igual a p que sao resultantes de contragoes e de expansdes dos planos de producao

%Sendo p°® = (2°,y°) e p? = (m’i,yd) os planos de producio, p? domina p° se z? < z° e y* = y°, ou se 2% < z°

e y® > y° [Tulkens, 1993, p.4] (também veja o apéndice C).
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observados, e também os dominados por aqueles, pertencem & tecnologia de producdo.

A tecnologia TPiy)y, sugerida pelos postulados (i)-(iii) poderd ser escrita como uniao

das tecnologias

J
TP%DHQ;I ={(X,Y): Zl’y (7]- —¢;j) <, i € INS,
=1
j ; |
Yk S Zyjk (’yj —cj X 5-7) , k € PRO;
j=1

J
Do =10<e <aj(1—pr; 7, €{0,1}), j € PLA}, o
7=1

7

TP!FLDHQ;Q = {(X7 Y) : Z'rﬂ (67 +€j) < T, S INS?
j=1

J '

Yr < Z%k (5j +e; % I-7> , k € PRO;
j=1

J
S 6= L 0<e; < B (1— oy 65 € {0,1},5 € PLA}.
7=1

O primeiro conjunto gera os planos de producao que apresentam realismo maior ou
igual a p e que sdo resultantes de contragoes dos planos de produgao observados e os dominados
pelos primeiros. O segundo conjunto consiste nos planos de producado que também apresentam
realismo maior ou igual a p e sdo resultantes das expansoes dos planos observados e pelos planos
dominados. Fazendo TP%DHg :TPgDHgIUTPgDHgQ, a tecnologia TP%DHP’_ que é constituida por
planos que apresentam realismo maior ou igual a u, poderd ser escrita em termos do conjunto

de equacoes

J
TPy, = {(XY) > 2 ((v; — ¢) + (85 + €5)) <mi, i € INS,
=1

J
Yk S Zyjk ((’)’j —C; X 57) + (6] +e; X Ij)> , k€ PRO;
j=1

J
Z (7'7, + (5'7,) =1;0<¢ < (1—p) Vji 0<e; < Bj (1 —p) 653
=1
7'7»,(5‘7- €{0,1},j€ PLA}.

As varidveis v, e ¢; tem as seguintes propriedades: se vy, = 1 entdo §; = 0Vj € PLA, e os planos
gerados sdo dominados por um plano vidvel resultante de uma contragéo de (X°,Y°); se §, = 1
entdo v; = 0, Vj € PLA, e os planos gerados sdo dominados por um plano vidvel resultante
da expansao de (X°,Y?). Um exemplo de tecnologia TP%DHg (0 < ;< 1) gerada a partir de 5
planos de produgao observados encontra-se ilustrada na figura 3.3, cuja fronteira de producéo é

constituida por planos de produgao observados e pelas contracoes e expansoes destes.
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. ~ i . , .

Para a tecnologia de producao TPFDHg podem ser definidos também os conjuntos
consumo e produgao. Dado o vetor producao Y° = (Yo1, .-, Yom) € 0 grau de realismo p, entao
0 conjunto consumo C%DH}}; (Y?), que é constituido pelos vetores consumo X = (1, ..., T,) que

produzem pelo menos o vetor producgao Y, é

p X

Figura 3.3: A tecnologia de produgao TP*FL‘DHg, 0<p<l.

J
Clhippe (V) ={X > 25 (v, — ) + (65 + €5)) <y, i € INS,
j=1
J ‘ '
Yok < Zyjk ((’yj -5 X 5-7) + ((5j +ejx I-7)> , k€ PRO;
Jj=1
J
S (1 +65) =15 0< ¢ <oy (1T—p) vy 0< ey < By (1—p) b5
Jj=1
777(57 € {07 1} » 7 € PLA}
Seja o consumo X° = (Zo1,...,%n), entdo o conjunto producdo Prpmg (X?), que é formado
pelos vetores Y = (y1, ..., ym ) possiveis de serem produzidos a partir do consumo de X° e que
apresentam grau de realismo minimo igual a p é
J
Pl (X°) = {Y 2 ) aji ((v; — ¢) + (65 +¢5)) <o i € INS,
Jj=1
J
ue < D wik (1 — ¢ ¥ %) + (6 + ¢j x ), ks € PRO;
j=1
J
D () =10< e <aj(1— )y 0<e; <G5 (1— ) by;
j=1

v;,65 € {0,1}, j € PLA}.
Para que possa ser definida uma medida da eficiéncia técnica em relacdo a tecnologia
de producdo proposta, os conjuntos TP%DHg, Cﬁm{g e Pﬁm{g devem satisfazer as seguintes

propriedades [Fére, Grosskopf, Lovell, 1993, p.45, 63, 97].
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Proposicao 14 TP*};DH(] é fechado. (Propriedade T1, se¢io 2.1)

Demonstragao: Suponhamos que v, = 1, com s € PLA, e mostremos inicialmente que
TPﬁDHg1 (P?), que é a tecnologia de produgao gerada a partir das contragoes do plano de pro-
dugao P* = (X*,Y?®) é fechada. Seja (XL,YL) uma seqiiéncia tal que (XL YL) — (X°,Y°),
e (XL,YL) S TPFDHQ( %), V. Logo existe uma seqiiéncia ¢” tal que Xg( — ") <X
e Y?® (1 — (:LSS) >YL V. Como X' e Y sio convergentes, entdo sio limitadas, logo ex-
iste (X, Y) tal que X > X% e Y <Y%, V.. Seja o conjunto {c € [0,a,] : X*(1 —¢) < X,
Y?# (1 — CLSS) > Y}. Este conjunto é compacto (pois é fechado e limitado)'' o que im-
plica na existéncia de uma subseqiiéncia % C ¢l tal que € — ©, X¢ (1 - (:LK) <X
e Y* (1 —CLKSS) > Y, Vig. Como X°(1—¢)eY?® (1 —CLSS> sao funcoes continuas, en-
tao X* (1 —¢”) < X% Y*(1—-¢°S°) >2Y° ou seja, (X°Y°) € TPFDHg (P®), e portanto
TPﬁDHg1 (P#) é fechado. Para concluir, tem-se que TP%DHg] = TPFDHg1 (PHu..u TPﬁDHg1 (P™),
e como a unido finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado entao TPgDHg1 é um conjun-
to fechado. De modo andlogo pode-se mostrar que TP%LDHP’_2 é¢ um conjunto fechado e portanto

TPL

iz I L .
e — LPrpng Y TPrpmge também é um conjunto fechado.

Proposigao 15 0 ¢ (% rnimg (Y7) (YO >0) e FDH(](O) = R". (Propriedade T2, segdo 2.1)

Segundo esta proposicao, consumir a quantidade nula de cada insumo nao produz
quantidade positiva dos produtos. A segunda condigao da proposicio impoe que pode-se produzir

a quantidade nula consumindo qualquer quantidade dos insumos.
Proposicao 16 C‘;DHU (Y?) é fechado. (Propriedade T3, se¢io 2.1)
Demonstragio: Semelhante a demonstracio da Proposicao 14.

Proposic¢ao 17 Se X' > X° € Crppy (Y°) entdo Xle Crppy (Y°)- (Propriedade do descarte

dos insumos)

Demonstragio: Seja X° € CFDH (Y°), logo X7 (1 —c¢;) < X°ou X7 (1+e;) < X°
para algum j € PLA. Se X! > X°entdo X7 (1 —¢;) < X°< X'ou X/ (14¢;) <X°<X'le
portanto X! € CFDHg (Y°). m

Proposicao 18 Se u° < u!, entdo C‘};Hg (Y°) C C‘I;IDH.(/ (Y°).

Demonstragio: Como as restri¢oes C;

aj (1—pb)v;;0<e; <B; (1—pt) 65,5 €
(1 :uo)r)/a <€]<63<17 )(5]776

a;
J
CFDHg (Y?). (Propriedade semelhante vale

0<¢ < €5
PLA, sao mais restritivas que as restricoes 0 < ¢; <

PLA, pois (1 — p') < (1 — p°), entéo Cg;Hg (Y°) C

para Pipy, (X))

"Porque as restricdes que definem o conjunto sio do tipo < e > e 0 < ¢ < a,.
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Proposicao 19 P%DHU (X°) é fechado e limitado. (Propriedade T5, se¢dao 2.1)

Demonstragdo: A demonstracio de que o conjunto Pﬁm{g (X°) é fechado é semelhante
a demonstracdo da Proposicao 14. A propriedade de ser limitado é caracterizada pelo segundo

conjunto de desigualdades que definem P%DH}}; (X°) que sdo do tipo <. N

Proposigao 20 Se Y! <Y° € P%DH(] (X°) entdo Y € P’L};DH(] (X°). (Propriedade do descarte
dos produtos)

Demonstragao: SejaY? € P%DH}}; (X°),logoY* (1 —¢sS°) 2Y%ouY®(1+e,0° 2Y°
para algum s € PLA. Se Y! <Y? entdo entdo Y* (1 —¢55°) > Y! > Y° ou Y* (1 +¢,5°) >
V! >Y?e portanto Y € Py, (X°). W
Das Proposigoes 17 e 20 os insumos e os produtos satisfazem a propriedade do descarte

forte, ou seja, qualquer incremento no consumo (mesmo que néo proporcional) é vidvel e qualquer

reducao nos niveis da producao é vidvel.

3.2.5.2 Definicao da Medida FDHg

Na sec@o anterior foi construida a tecnologia de produgéo e foram demonstradas as

. . . w w ) N . , . . ~
propriedades pertinentes aos conjuntos TPFDHg, CFDHg e PFDHg. A eficiéncia técnica orientacao
consumo do plano de produgao (X°,Y?°) em relacéo a esta tecnologia considerando, um grau de

realismo minimo igual a p é
EFC‘,;DHQM(X",YO) =min 6#

J
s.a ZTN ((’yj — Cj) +(6; + ej)) <Ohxy, i € INS
j=1

J
>y ((v; — ¢ x §7) + (8 + €5 X IP)) = yor, k € PRO
j=1

J

> (vt =1
=1
0<¢j<a;(l—p)y,, j€PLA (V)

0<e; < f;(1-p) o, j € PLA
7'7»,6‘7- €{0,1},j€ PLA

onde:
" o : : I oy.
e 05 — aloca X° no conjunto isoquanta de Crpy, (Y);

e 1 — 0 <1 éespecificado a priori pelo decisor e indica o grau minimo de realismo

dos plano de producao pertencentes a tecnologia de producao;
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e o; — ¢ o limite da contracao do vetor consumo do j-ésimo plano de producao;
e 3; — ¢ o limite da expansao do vetor consumo do j-ésimo plano de produgao;
e [/ — & o limite inferior do retorno de escala do j-ésimo plano de producao;

e S7 — & o limite superior do retorno de escala do j-ésimo plano de producao;

e c; — Sew,=1paraalgum s € PLA, entdo 0<cs<as(l—p), ¢; =0Vj # s, ¢
e; = 0Vj € PLA. Neste caso ¢; contrai (X*®,Y®) e o grau de otimismo em relagio

a implementabilidade do plano benchmark gerado e em relagao ao indice da eficiéncia é

(;*

1— %
as

?

ee; — Sed =1 paraalgum t € PLA, entdo 0<e, <G, (1 —p), e = 0Vj #t, e
¢; = 0Vj € PLA. Neste caso e; expande (Xf’,Yt) e o grau de otimismo em relagdo a
implementabilidade do plano benchmark gerado e ao indice da eficiéncia é < — ;—t>;

¢
® 7, — Se vy, =1 paraalgum s € PLA, entdo (X°®,Y?) serd contraido;

e 0; — Sed; =1 paraalgum ¢t € PLA, entao (Xt,Yt) serd expandido.
A mensuracao da eficiéncia consiste entdo, na seguinte seqiiéncia:

1. Calcular a elasticidade do retorno de escala dos produtores.

2. Informar ou calcular os limites das contracgoes e das expansoes do consumo dos

produtores.

3. Calcular a eficiéncia técnica orientagcdo consumo dos planos de produgao ob-

servados utilizando o programa misto (V).

Sejam J produtores, dos quais C > 0 é o ndmero de produtores sao BCC-ineficientes e K con-
juntos corte p das quantidades difusas dos insumos e dos produtos. Esta seqiiéncia de cdlculos

envolve a seguinte complexidade de cdlculos:

e Resolucao de C programas lineares para projetar os C' produtores BCC-ineficientes sobre

a fronteira da tecnologia de producdo TPpce através da medida nao radial de BCC;

e Resolugdo de (2 x J) programas lineares para calcular a elasticidade do retorno de escala

dos J produtores;

e Calcular os limites inferior e superior dos conjuntos corte g dos J produtores através das

equagoes em (ITT), resultando em J x (K X (n 4+ m)) procedimentos de célculos;
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e Resolugao de (K x .J) problemas de programagao mista.

No total devem ser resolvidos C' + (2 x J) + (K x J) problemas de programagao.

No célculo da eficiéncia o decisor pode optar por vdrios niveis de otimismo, ou seja vdrios
conjuntos corte p, por exemplo 0,1;0,2;...;0,9; 1. Sugerindo que quanto maior a quantidade g,
mais realistas sdo os planos de producao pertencentes & tecnologia de producao e os indices da
eficiéncia técnica calculados.

Suponhamos que no calculo da eficiéncia técnica de (X?,Y?), considerando um grau
de realismo 0 < < 1, tem-se v; = 1 para algum | € PLA (entdo v, =0, Vj#led; =0
Vj € PLA). O programa (V) poderd ser simplificado em

EFCY X°,Y°) = min 6"

s.aa oz (1—¢) <z, i€ INS
yie (1= x 8 2 yor, k€ PRO

O0<g<a(l—p)

DHgIn(
(VI)

Seja 04 e ¢} a solugao 6tima de (V). Entdo o plano de producgo benchmark do o-ésimo produtor

é (Xl x(1—¢), Yx (1 — X Sl)). Das equagoes em (IV) tem-se que o grau de realismo da
C*

eficiéncia calculada e do plano de producao benchmark é <1 — L}, Suponhamos que | = o,

ou seja, o o-ésimo produtor é benchmark dele mesmo. Neste casg la tinica solucao 6tima vidvel
de (V) & ¢; = 0e 64 =1 pois se ¢} # 0 entdao yy, (1 — ¢; x S') & estritamente menor que Yo,
vk € PRQO, violando o segundo conjunto de restrigoes.

A funcao definida no programa (V) mede a eficiéncia de X° na produgao de Y° quando
a tecnologia de producao é TP%DHP’_. Isto é feito a partir do cdlculo da medida da maior contragdo
vidvel de X em Cﬁm{g (Y°). A medida EFC’%DHQM (X°,Y°) é homogénea de grau 1 e seu valor
é limitado por zero e pela unidade, atingindo seu limite superior se e somente se X pertence
ao conjunto isoquanta de C‘;DHQ; (Y?). A medida é independente de unidade, isto &, trocar a
unidade de medida de um insumo de ‘trabalho/horas’ pela unidade ‘trabalho/ano’ por exemplo,
nao afeta a medida da eficiéncia. Estas propriedades sdao provadas nas proposicoes 21 a 26.

Sejam X° ¢ CgDHg(Y”), com Y? > 0, e 0< <1 o grau de realismo minimo dos

planos de producao pertencentes a tecnologia de producao TPgppy,:

Proposicio 21 0 < EFCE (X°,Y°) < 1.

DHgln

Demonstragio: EFCpp ., (X%, Y?) >0, pois 0 ¢ Crpyp, (Y); EFCyp,,(X°,Y°)

< 1 pois X° € CgDHg(Y”) pois a medida &€ um problema de minimizacao. B

Proposigao 22 EFC%DHQM(X”,Y”) =1e X%eIsoqen (v (Propriedade WI, segao 2.1)

Hg
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Demonstragdo.: (=) Seja EFC‘,;DHQM(XO,YO) =1, logo (1 x X°) € Isoqon  (voy, €

portanto X° € Isoqcfflmg(yn). Se X & Isoqae  (yo) entao EFCY, (X°,Y?) <1,0queé

Tg

DHgln

uma contradicao.
(<) Suponhamos que X° € Isoqop  (yo) € EFChppyr(X°,Y°) = 65 <

1. Como EFCY

0 o\ . . . . .
FDHgIn (X°,Y°) é uma medida radial e os insumos satisfazem a propriedade

do descarte forte, entdo 05X € Isoqc;;mm(yo) e portanto X° ¢ IsoqC;FLDHg(yo), 0 que é uma

contradicao. W

Proposi¢do 23 ¢X° € 4, (Y°) = EFCL,1,(0X%Y?) = ¢ ' EFCEb,0,(X°,Y°),

Yo > 0. (Propriedade H, se¢ao 2.1)

Demonstragao: Seja (X°,Y?°) € CgDHg(Y”), EFCI@DHQM(X”,Y”) = Min{0" : 01 X° €
C’gDHg(Y”)} = 0% e pX° € anﬁg(Y”). Do programa (V) tem-se que 3l € PLA, tal que

or
21 (1—¢) < (p20i) 0 ou (1 +¢)) < (pz0i) O, i € INS; fazendo 1 = =2 pode-se

~ - A
rescrever a fungao objetivo e o segundo conjunto de restri¢oes: Min { == ) e xy; (1 — ¢;) < 2565,
¥

i € INS, ou seja, o cédlculo da eficiéncia consiste em determinar EFC';DHQIH(QOXO,YO) =
1 1
—> Min{0" : 0L X° € C’gDHg(Y”)}, cuja solugéo é <—> Ok*. Portanto EFC'%DHQI77 (pX°,Y?)
¥ 14 -
1 * 1 (o] (o] — (o] (o]
= <E> oL = <;> EFC%DHgIn(X YO)=¢ IEFC%DHgIn(X ,Y9), Vo >0. 1
Proposicao 24 X° < X! = EFC’%DHQM(XO,YO) > EFC’%DHg,n(Xl,YO). (Propriedade WM,
se¢do 2.1)

X°Y°) = 0% X°< X! e EFCh X1 yo)
= 0/". Como EFC%DHQM é uma medida radial, entdo 0L*X° € Isoqc;;mlg(yo) e "X ¢

ne(yey: Se fLF < 017, entdo 97 X° < "X, e como B4 X° € Chpy, (Y°) entdo

Demonstragio: Seja EFCY,

pHgIn( DHgrn(

Iso
qcffl)

07 X1 ¢ IsoqC;FLDHﬂ (vo), 0 que ¢ uma contradi¢ao. Portanto, se X < X1 entao 64* > 01", ou

seja BFCY o (X0, Y0) = EFCEL, 1 (X1,Y0). B

Proposigao 25 EFC%DHQM ¢ independente de unidade. (Propriedade U, se¢io 2.1)

J
Demonstragao: Seja ijq[(’yj —¢j) + (6; + €;)] < 0424q, para algum g € INS. Se a

Jj=1
unidade de medida for trocada, entao ;4 = vx,q, j = 1,..., J, v > 0; portanto a restrigao envol-
J
vendo 0 ¢g-ésimo insumo poderd ser rescrita em funciao da constante v, ou seja g vqu[('yj — cj)
Jj=1

+ (85 +e5)] < Ohvay, para algum ¢ € INS. Simplificando v em ambos os lados da desigual-
dade, a solugao 6tima da varidvel 6 nao serd alterada. A demonstracao de que a troca da

unidade de medida de algum produto nao altera o indice da eficiéncia é semelhante. H
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o

Proposicao 26 1° < u' = EFCI’ﬁDHqIn(XO,YD) < EFCH

FDHgIn(XD7Yo)'

o

Demonstragao: C%;Hg (X°) C Cﬁlljﬁg (X°) (da Proposicao 18), logo EFClp 01, (X%, Y )
< EFC'%lanm(X”,Y”) sempre que 4 < p'. W

A 1ltima proposicao sugere que quanto maior o grau de realismo minimo desejado dos
planos de producao pertencentes a tecnologia de producgao, maior é o indice da eficiéncia técnica
dos planos de producao observados. A seguinte proposi¢ao mostra que se o grau de realismo dos
planos que consitutuem a tenologia de producao FDHg é igual a 1, entdo o indice da eficiéncia

calculado pela medida FDHg coincide com o fndice calculado pela medida FDH
Proposigao 27 Se p =1, entao EFCI’ﬁDHqM(X”,Y”) = FEFCrpum(X°,Y?).

Demonstragdo: Se o decisor optou por um realismo igual a 1, ou seja p = 1, entédo
nao permite-se a contraciao e a expansao de qualquer plano de producao observado, ou seja

c; =e; =0Vj € PLA. Neste caso o programa linear (V) reduz-se a

EFCITL (X0, Y°) = min @4~

FDHgln
J
sa > (v +6)z5 < b=, i € INS
j=1
J
Z(”Vj + 65 )yt = Yok, k € PRO
j=1
J
>+ =1
j=1

v;,8; € {0,1},j € PLA

Fazendo (v; + 6;) = A4, pois somente uma das duas varidveis poderd ser ndo nula, entdo a

medida FDHg orientacao consumo coincide com a medida FDH orientacao consumo. l

3.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram desenvolvidas duas medidas para avaliar a eficiéncia técnica em
ambiente difuso: a medida CCRg e a medida FDHg. A medida CCRg, que é uma generalizagéo
da medida de CCR, é aplicdvel nas situagoes em que as quantidades consumidas e produzidas
nao sao conhecidas com precisao e podem ser expressos por nimeros difusos do tipo LR. A
medida é baseada na programacio linear difusa de Campos e Verdegay [1989] que por sua
vez é fundamentada no conceito da relagdo de ordem entre nimeros difusos desenvolvida por
Ramik e Rimanek [1985]. A mensuracio da eficiéncia consiste em avaliar a eficiéncia técnica para

diferentes conjuntos corte p das quantidades consumidas e produzidas, como por exemplo p € {0;
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0,1; ...; 0,9; 1}. Se = p,, entao nos célculos da eficiéncia considera-se niveis de consumo e de
producao que apresentam graus de pertinéncia maiores que g, e consequentemente os indices
da eficiéncia técnica calculados apresentam possibilidade maior que p, de terem ocorrido na
pritica. Se p = 1 os fatores de produgdo utilizados nos cédlculos sao crisp (nao difusos) e a
medida CCRg é igual a medida radial de CCR.

A segunda medida sugerida é a medida FDHg, que é uma generalizacdo da medida
free disposal hull. A medida FDHg é aplicdvel nas situagoes em que sdo conhecidos os niveis
atuais do consumo (X°?), da produgao (Y°), e a redugao («a,) e a expansao (3,) do consumo tal
que com os consumos X; = (1 — @) X% e Xg = (1 + §,)X° o produtor ainda gera quantidades
plausiveis da producao. Para proceder a andlise da eficiéncia o decisor deverd estimar os niveis

da produgdo Ve € [0,a,] e Ve € [0,3,]: quando o nivel do consumo for X°¢ = (1 — ¢)X° e

X% = (1+ e)X? os niveis da producéo s@o respectivamente Y = (1 — ¢ x RESC?_XO,YO))YO e
Y = (1+exREs {X(,’Yo))YO, onde RES(:(XO’Y(,) é a menor taxae RE‘%&O,YO) é a maior taxa do

retorno de escala numa pequena vizinhanga de (X°,Y?). Dependendo dos limites de contragao
e de expansdao estipulados pelo decisor, cada plano de producéao observado pode ser contraido e
expandido de forma continua sobre a superficie ou no interior da TPgcc C RTJF”’. Associando
graus de realismo nulos aos planos resultantes das contragoes e das expansdes mdximas dos
planos observados, graus de realismo crescentes para menores contracoes e expansoes e grau de
realismo méximo (igual a 1) se os planos gerados coincidem com os observados, entao os planos
observados podem ser vistos como sendo difusos.

A mensuracdo da eficiéncia via medida FDHg consiste entdo em avaliar a eficiéncia
técnica para diferentes graus de pertiéncia (p) dos planos pertencentes a tecnologia de produgao,
tal como p € {0;0,1; ...; 0,9; 1}. Se u = 0, entdo os planos de produgao petencem a tecnologia de
produgao com um grau maior ou igual a 0 e o indice da eficiéncia técnica calculado apresenta grau
de realismo maior ou igual a 0; quanto maior o valor de p (i — 1) maior é o grau de pertinéncia
dos planos de producao utilizados nos célculos e conseqiientemente mais realista é o indice da
eficiéncia calculado. Se p = 1, entdo o grau de pertinéncia dos planos de produgdo utilizados
nos cédlculos é maximo e a medida FDHg coincide com a medida FDH. Assim, do mesmo modo
como nas medidas de Girod [1996], tanto na medida CCRg como na medida FDHg, o decisor
tem em maos um conjunto de solugoes resultante de uma série de programas lineares, sendo

possivel representé-las graficamente em termos dos niveis dos conjunto corte p especificados.



Capitulo 4

Aplicacao das Medidas Propostas

Neste capitulo serdo descritas aplicacoes das medidas CCRg e FDHg. O conjunto de
planos de producao difusos a serem avaliados pela primeira medida foi extraido do trabalho de
Ueda, Kamimura [1998, p.2,3]. A medida FDHg serd aplicada na anélise da eficiéncia técnica de
dois conjuntos de planos de produgao: no primeiro conjunto os planos de producao sao formados

por 1 insumo e 1 produto; no segundo conjunto sdo formados por 2 insumos e 1 produto.

4.1 Aplicagao da Medida CCRg

Nesta secao serd descrita a aplicacao da medida CCRg ao conjunto de planos de pro-
dugéo das tabelas B.1 e B.2 do Apéndice B. Nenhum dos 11 produtores avaliados conhece
precisamente as quantidades consumidas e produzidas, porém todos conhecem os intervalos que
contém as possiveis quantidades, e conhecem as quantidades que ocorreram com a maior pos-
sibilidade. Por exemplo, a quantidade que o segundo produtor consumiu do insumo X7 ndo é
conhecida com exatiddo porém sabe-se que pertence ao intervalo [27093,37253] e a quantidade
que apresenta a maior possibilidade de ter sido consumida, é 33867.

O programa linear utilizado para calcular a eficiéncia técnica dos 11 planos de produgao
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sa (1 — ko + ko < D 2 [(1 — W)Ykj + pyrsl, k=1, ...,2
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.
-
=

(1 — 1) Yko + ko < > 25 [(1 — 1) ynj + pyj], k=1,...,2

=1
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> 2 (1= @i + pwig) < 08 [(1 = ) Tio + pei], i = 1,...,2
=1

.711

ZZJ [(1 - :u)g.ﬂij + /“773]'] <0 Kl - M)ino +:um730}7 i=1,..,2
7=1

Zj 2 0

para € {0; 0,2; 0,5; 0,8; 1}.

Variando p gera-se diferentes conjuntos corte p das quantidades difusas dos insumos
e dos produtos resultando em indices da eficiéncia que apresentam diferentes possibilidades de
ocorréncia na pratica. O limite superior do conjunto corte u de cada produto é substituido no
primeiro conjunto de restrigdes e o limite inferior no segundo conjunto de restri¢ées. O limite
superior do conjunto corte i de cada insumo é substitufdo no terceiro conjunto de restricdes e o
limite inferior no quarto conjunto. Procedendo assim, para cada p tem-se um programa linear,
gerando 5 fndices da eficiéncia para cada produtor.

Por exemplo, se y = () entdo utiliza-se nos cdlculos da eficiéncia técnica quantidades
consumidas e produzidas que apresentam graus de pertinéncia maiores ou iguais a 0 e os fndice
da eficiéncia apresentam possibilidade maior ou igual a 0 de terem ocorrido na prética; se p = 0,5
o indice da eficiéncia Qg:0’5 apresenta a possibilidade maior ou igual a 0,5 de ser o verdadeiro
indice da eficiéncia técnica do o-ésimo produtor; se p = 1 entdo o otimismo em relagdo as
quantidades consumidas e produzidas é méxima (neste caso os conjuntos corte 1 sdo iguais as
quantidades consumidas e produzidas com maior possibilidade) e o indice da eficiéncia ngl
apresenta a possibilidade igual a 1 de ter ocorrido na prética.

Na tabela 4.1, encontram-se discriminados os indices da eficiéncia considerando os 5
conjuntos corte p das quantidades difusas dos fatores de producao. As duas tltimas colunas
contérm, respectivamente, as eficiéncias calculadas pelas medidas CCR e de Ueda e Kamimura
[1998].

Analisando os resultados obtidos, verifica-se que a medida de Ueda e Kamimura sugere
uma reducao do consumo maior ou igual aos da medida CCRg, independente do corte p. Verifica-
se também que alguns produtores (p.ex. P4) sdo menos eficientes quando o p é maior; para outros
produtores ocorre o inverso (p.ex. Pg), ou seja, quanto maior é p maior é a eficiéncia; e para

outro conjunto de produtores (p.ex. Pyp) a eficiéncia independe da magnitude de p.
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W= =02 pu=05|p=0,8| p= CCR | Ueda
Produtor 1 | 0,2305 | 0,2296 | 0,2283 | 0,2270 | 0,2260 | 0,2260 | 0,2150
Produtor 2 | 0,6367 | 0,6368 | 0,6371 | 0,6375 | 0,6377 | 0,6377 | 0,5983
Produtor 3 | 0,5567 | 0,5505 | 0,5459 | 0,5406 | 0,5401 | 0,5401 | 0,5400
Produtor 4 | 0,6056 | 0,5999 | 0,5959 | 0,5930 | 0,5930 | 0,5930 | 0,5914
Produtor 5 | 0,9290 | 0,9233 | 0,9187 | 0,9127 | 0,9113 | 0,9113 | 0,9011
Produtor 6 | 0,6786 | 0,6786 | 0,6786 | 0,6787 | 0,6787 | 0,6787 | 0,6392
Produtor 7 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 [ 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
Produtor 8 | 0,7859 | 0,7861 | 0,7864 | 0,7869 | 0,7872 | 0,7872 | 0,7385
Produtor 9 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450 | 0,7450
Produtor 10 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806 | 0,6806
Produtor 11 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

Tabela 4.1: Indices de eficiéncia (Aplicacio da medida CCRg).

4.2 Aplicagao da Medida FDHg

Outro modelo sugerido para mensurar a eficiéncia técnica em ambiente difuso foi a
medida FDHg que é aplicdvel nas situacées em que sao conhecidas as quantidades consumidas
(X°) e produzidas (Y?). Também devem ser conhecidas a contragio limite a, e a expansao limite
B, do consumo tal que consumindo as quantidades X? = (1—a,) X e X2 = (1+4,)X° o produtor
ainda gera quantidades plausiveis dos produtos. Os produtores ndo conhecem as quantidades
produzidas se o consumo pertencer aos intervalos (X°(1 — «,),X?) e (X°, X°(1+/3,)) mas
pode-se estimar tais quantidades.

O processo de estimar o nivel da produgdo, dada uma alteragdo proporcional no con-
sumo de um plano de producao observado, envolve o cédlculo do limite inferior e superior do
retorno de escala préximo ao plano de producgido. Banker e Thrall [1992] denominaram estes
limites de “elasticidade do retorno de escala” e para determind-la basta resolver os programas
lineares

w=min{u’ P Y°+u =L P M-I N4+u <01 X°=1LP I >¢},
uoT™ = max {u’" : PTY° +ut =1, PTM — TN +u°T < 0; 17X =1; PT, I > ¢}, (1)
onde M é a matriz das quantidades produzidas pelos produtores observados e N a matriz das

quantidades consumidas. A elasticidade é dada pelas equagdes

_ 1

RESC(Xo7yo) - 1 7%07* (2)
+ _

RESC(XO,YO) T

O—*

onde u e u®T* 530 as solucoes ¢timas dos dois programas lineares.
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A constante RES(:(*X(,’YO)

produgao (X°,Y°) e RESC?XO’yo)

se¢do 3.2.1, se o consumo for X = (1 — ¢)X°, com ¢ € [0, ,], entdo a produgdo estimada é

Y = (1—cx REsc(y0yo

produgao estimada é Y% = (1 4+ e X RES(:(XO’YO))Y".

Outra questdo que envolve o célculo da eficiéncia técnica, além de estimar novos niveis

é o limite inferior do retorno de escala préximo ao plano de

é o limite superior. Segundo a metodologia desenvolvida na

Y e se o consumo for X = (1 +¢e)X?°, com e € |0,3,], entdo a
) o

de producao, é o grau de realismo da solucao e dos planos de producao pertencentes a tecnologia
de producdo. Se forem associados diferentes graus de realismo aos planos de producao gerados
a partir das contracdes e das expansoes dos planos observados, entdo os planos de producao
observados podem ser vistos como sendo difusos. Para avaliar a eficiéncia técnica pode-se entao
estipular diferentes graus de realismo dos planos que geram a tecnologia de producao TPrp,
tais como 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,7; 0,8; 1 e associar aos indices da eficiéncia o mesmo grau de
realismo usado para o célculo desses indices.

Para aplicar a medida FDHg o decisor deverd: (i) calcular as elasticidades do retorno
de escala; (ii) estipular ou calcular os limites da contracido e da expansdo do consumo; (iii)
calcular a eficiéncia técnica orientacao consumo para diferentes graus de realismo.

O objetivo nesta secdo é descrever duas aplicagoes da medida FDHg. A primeira
aplicacao consiste em analisar a eficiéncia técnica de 5 planos de produgao formados por 1 insumo
e 1 produto. Na segunda aplicacao serao 8 os produtores analisados considerando 2 insumos
e 1 produto. Para ambas as aplicagoes os limites das contragoes e das expansoes obedecem os

critérios seguintes:

1. O plano de produgao que apresenta a menor producdo nao serd contraido pois nenhum

plano de producao resultante da contracao deste serd benchmark de outro plano observado;

2. O plano de producao que apresenta a maior producao nao serd expandido pois nenhum

plano de producao resultante da expansao deste serd benchmark de outro plano observado;
3. Se (X°,Y?) ¢ Isoqrp,,, entao (X° Y?°) nao serd contraido e nem expandido;

4. Os planos resultantes das contragoes e das expansoes de planos observados também per-

tencem a TPpcc;

5. Se (X°,Y°) € Isoqrp,.. entao os planos de produgdo ((1 — a,)X?, (1 — a,REsct)Y?) e

(X°,Y?) pertencem a mesma faceta de TPpoc;

6. Se (X°,Y?) € Isogrp,.., entdo os planos de producao ((1+ 5,)X°, (1+ B,REsc™)Y?) e

(X°,Y?) pertencem a mesma faceta de TPpoc;
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7. Se (X°,Y?) ¢ Isoqrp,., mas (X°Y°) € Isoqrp,,, entdao (X° Y°) serd contraido e

expandido até ser dominado por outro plano de producao observado.

4.2.1 Aplicagao I

Sejam os b produtores (Tabela B.3 do Apéndice B), ilustrados na figura 4.1 cada um
transformando 1 insumo em 1 produto. As tecnologias de produgéo TPgcc e Tng%g estéo
ilustradas na figura 4.2, pag. 59. A elasticidade do retorno de escala de cada plano de producao
(considerando ¢ = 6,7114 x 10~* nos programas lineares da expressio (1)) e os limites das
contracoes e expansoes maximas estdo discriminados na tabela 4.2.

A tabela 4.3 contem os resultados da andlise da eficiéncia considerando um realismo

minimo igual a (,7. Por exemplo, da solugao étima
g3h=07 = 0,4828  er =0,4

verifica-se que o plano de producao benchmark de Ps foi construido a partir da expansao do
consumo de P na proporcao de 40% e da producao em (4 X % X 100) % = 50%. O realismo as-

sociado a implementabilidade do plano benchmark e ao indice da eficiéncia calculado é (1 + P—Tl)

= (1 + %) =(),8. A solucao 6tima
03+=0T = 0,8000 ¢ =0,2

sugere a construcao do plano benchmark de P3 a partir da contragdo do plano de produgao Py,

: A b 9\ _ 0,2 -
e o realismo da solucao é ( — —) = (1 — 0’6667) =0,7.

No célculo da eficiéncia técnica dos 5 produtores considerou-se os graus de realismo
0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,7; 0,8; 1, obtendo-se 7 indices da eficiéncia técnica para cada produtor. Os
indices da eficiéncia, mensurados pelas medidas BCC, FDHg e FDH estao discriminados na

tabela 4.4 e a andlise dos resultados leva as seguintes conclusoes:

1. Se o realismo minimo é nulo, entdao as medidas BCC e FDHg sao iguais. Para que tal fato
sempre ocorra, os planos de produgao devem ser constituidos por 1 insumo e 1 produto, e
os limites das as contragoes e das expansoes devem atender as condigoes 1 a 7 sugeridas

no infcio da secao;

2. Quanto maior o grau de realismo, mais altos sdo os indices da eficiéncia. Isto ocorre
porque as contracoes e as expansoes dos planos de producao observados sdo cada vez

menores gerando consequentemente tecnologias de producdo cada vez mais restritas;

3. Se o realismo desejado é igual a 1 entdo os indices da eficiéncia atribuidos pela medida

FDHg sao iguais aos atribuidos pela medida FDH;
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4. Os indices da eficiéncia atribuidos a um plano de producao observado pela medida FDHg
crescem monotonicamente: o menor indice atribuido é igual ao indice da eficiéncia atribui-
do pela medida BCC; e o maior indice atribuido é igual ao indice da eficiéncia atribuido

pela medida FDH.

P ~

P X

Figura 4.1: A tecnologia de produgao TPrppy (Aplicagdo I da medida FDHg).

Y
'S

Figura 4.2: As tecnologias de produc¢ao TPgcc e TP%BOHg (Aplicagao I da medida
FDHg).



Flasticidade | Limites da Contracdo | Limites da Expansao
Produtor 1 | [1,250; 745, 0] — 2
Produtor 2 | [1,167;1, 167 0,2857 0,0345
Produtor 3 | [1,125;1,125] 0,4444 —
Produtor 4 | [0,214;1,071] 0,6667 0,6667
Produtor 5 | [0,00;0, 3125] 0,4000 —
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Tabela 4.2: As elasticidades do retorno de escala e os limites das contracoes e expan-

soes (Aplicacdo I da medida FDHg).

Eficiencia | Contragdo/FExpansao
Produtor 1 | 11,0000 ¢ =0,0
Produtor 2 0,4828 e] =0,4
Produtor 3 | 0,8000 c; =0,2
Produtor 4 1,0000 ey =0,0
Produtor 5 1,0000 ct =0,0

Tabela 4.3: Resultados considerando um grau de realismo igual a 0,7 (Aplicagao I da

medida FDHg).

BCC|lu=0|pu=0,2p=0,4|pu=0,6| u=0,8| u=1|FDH

Produtor 1 | 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00

Produtor 2 | 0,48 | 0,48 | 0,48 0,48 0,48 0,89 | 1,00 | 1,00

Produtor 3 | 0,60 | 0,60 | 0,60 0,60 0,73 0,86 | 1,00 | 1,00

Produtor 4 | 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00

Produtor 5 | 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00

Tabela 4.4: Eficiéncias considerando diferentes graus de realismo (Aplicagao
medida FDHg).

I da
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4.2.2 Aplicagao II

Nesta secao serdo avaliados 8 planos de producéo observados (Tabela B.4, Apéndice B),
formados por 2 insumos e 1 produto. Os 8 planos e a tecnologia de producao TPrpp encontram-
se ilustrados na figura 4.3, pdg. 62. Na figura 4.4 estdo representados a tecnologia de producao
TPpcc e o plano TI(Py).

Dada uma contracao do vetor consumo de P4, um dos objetivos, é determinar o escalar
que ird contrair o vetor producao de P4 tal que o plano de producao resultante pertenca a
intersecio de TI(P4) e a fronteira de TPpce. Uma indicagdo de qual escalar é este pode ser
encontrada no conjunto I' (Py) (figura 4.5) que é a imagem da interse¢ao de TPpcc com I (Py).

Segundo Banker e Thrall, [1992] qualquer par de escalares positivos (z,y) pertencentes
a T'(P4) contrai e expande P4 e o plano resultante pertence a tecnologia de producdo TPpcc.
Pares pertencente ao segmento de reta Pgpyr contraem P, e o plano resultante pertence ao
segmento de reta a esquerda de P4 (contido na isoquanta de Cpcc). Pares pertencentes a P psr
expandem P, e geram planos de produgio contidos no segmento de reta a direita de P4 (figura
4.4). Tomando as equagOes paramétricas de P pz e Prps, dada uma contracao do consumo na
proporcao z = (1 —¢), 0 < ¢ < 0,5, o escalar que ird contrair a producao serd y = (1 — 1,17 X ¢);
se ocorrer uma expansao do consumo na proporgao z = (1 +e), 0 < e < 2, entéo a produgio serd
expandida pelo escalar y = (140,03 x e). As constantes 1,17 e 0,03, que sao os coeficientes de
inclinacao das retas pg=p2’ e P27 ps*, sao respectivamente a maior e a menor taxa do retorno de
escala numa vizinhanga de P4 que definem a elasticidade do retorno de escala préximo a Py.

A elasticidade do retorno de escala também pode ser calculada através dos programas
lineares definidos em (1) e das equagdes em (2), e portanto a elasticidade é [3%1, %] Com auxilio
destes limites, podem entao ser estimados os niveis da produgao de P4, = (X4,Y4) quando

ocorrer uma alteracao proporcional no consumo.

1. Se o consumo for contrafdo de X* = (4,4;2) para (1 —«)(4,4;2), ou seja, o consumo

serd reduzido em (a x 100) %, entdo a producdo também decrescerd e serd no mdximo

Y =17(1 - Za).

2. Se o consumo de X* for acrescido em (3 x 100) %, entdo o nivel da producao de Y* serd

acrescido no maximo em (% G x 100) %.

As elasticidades do retorno de escala e os limites das contragoes e das expansoes dos 8
produtores encontram-se discriminados na tabela 4.5, pag. 63 (considerando e = 0, 0009009 nos
programa lineares em (1)). A tecnologia de produgao TPL 4 o considerando o grau minimo de

realismo igual a (), encontra-se ilustrada na figura 4.6, pig. 65.
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A tabela 4.6 contém na coluna 2 os indices da eficiéncia técnica, e na coluna 3 as con-
tracoes e as expansoes necessdrias para gerar os planos de producao benchmarks. Por exemplo,

a solucao dtima para o sétimo produtor é
3=07 — 0,852 ¢t =0,15.

Desta solugao constata-se a construcao do benchmark de P; da contracao de P3. Neste caso o
consumo foi reduzido em (0, 15 x 100) %, e o realismo do plano benchmark e o indice da eficiéncia

é ( — ﬁ) = (1 — %) = (),7. J4 a solucao étima

a3

gi+=0T — (), 483 e =10,14

sugere a construgao do plano de producao benchmark de Pg a partir da expansdo do consumo
de Py em 14% e da producao em (0,14 x 1,047 x 100) %, e o realismo associado a solugao é

Os indices da eficiéncia mensurados pelas medidas BCC, FDHg e FDH estéo discrimi-
nados na tabela 4.7. Analisando os resultados verifica-se que para g = () as eficiéncias atribufdas
pela medida FDHg néo sao iguais as da medida BCC, tal como na aplicacao anterior, porém sao
fortemente correlacionadas (r? = 0,97). Alguns indices da eficiéncia nao so iguais porque na
medida BCC sao permitidas combinacées lineares entre planos de producao, e na medida FDHg

somente sao permitidas contracoes e expansoes.

-~

Figura 4.3: Representacao grafica de TPypy (Aplicagao IT da medida FDHg).



Flasticidade | Limites da Contracdo | Limites da Expansao
Produtor 1 | [7,100;1110] 0,0000 1,0000
Produtor 2 | [1,048;317,1] 0,0000 1,1344
Produtor 3 | [0,072;1, 753] 0, 5000 0, 5000
Produtor 4 | [0,029;1, 175 0,5000 0,1591
Produtor 5 | [0,00;0, 1897 0,4471 0, 0000
Produtor 6 | [2,016;2,016] — —
Produtor 7 | [2,016;2,016] 0,4132 —
Produtor 8 — — —

Eficiencia | Contragdo/Expanso
Produtor 1 | 67 = 1,000 ¢} =0,00
Produtor 2 | 65 = 1,000 c5 =10,00
Produtor 3 | 63 = 1,000 c; = 0,00
Produtor 4 | 63 = 1,000 cy = 0,00
Produtor 5 | 67 = 1,000 et =0,00
Produtor 6 | 65 = 1,000 c; =0,00
Produtor 7 | 67 = 0,852 c¢;=0,15
Produtor 8 | 65 = 0,483 e;=0,14
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Tabela 4.5: As elasticidades do retorno de escala e os limites das contragoes e expan-
soes (Aplicacao ITI da medida FDHg).

Tabela 4.6: Resultados considerando um grau de realismo igual a 0,7 (Aplicagao II
da medida FDHg).

BCC|lu=0|pu=0,2p=0,4|pu=0,6| u=0,8| u=1|FDH
Produtor 1 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 2 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 3 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 4 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 5 | 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 6 | 0,91 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
Produtor 7 | 0,85 | 0,85 0,85 0,85 0,85 0,90 1,00 | 1,00
Produtor 8 | 0,41 | 0,48 0,48 0,48 0,48 0,48 0,75 | 0,75

Tabela 4.7: Eficiéncias considerando diferentes graus de realismo (Aplicagao IT da
medida FDHg).
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Produto

nsun? !

Figura 4.4: Representacdo gréafica de TPgcc e de TI(P,) (Aplicagao IT da medida
FDHg).

P <

1,058
1,000

0,411

Figura 4.5: Imagem de TPgcc N T'(P4) (Aplicagao IT da medida FDHg).
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Capitulo 5

Conclusoes e Recomendacoes

O objetivo deste trabalho foi de propor duas medidas com a finalidade de mensurar
indices da eficiéncia técnica em ambiente difuso: as medidas CCRg e FDHg. A medida CCRg,
que é uma generalizacdo da medida de CCR, é aplicdvel quando as quantidades consumidas e
produzidas nao sao conhecidas com precisédo e podem ser expressas através de mimeros difusos
do tipo LR. O modelo de programacao linear difusa que calcula os indices da eficiéncia técnica
neste cendrio incorpora o conceito de relacoes de ordem entre quantidades difusas desenvolvido
por Ramfk e Rimanek [1985]. O célculo dos fndices da eficiéncia consiste entdo em comparar as
quantidades difusas do consumo e da producdo para diferentes conjuntos corte u, tal como 0;
0,1; ...; 1.

A segunda medida proposta é uma generalizacio da medida Free Disposal Hull. E pres-
suposto, para a aplicacao da medida FDHg, que além das quantidades consumidas e produzidas,
sdo conhecidos os consumos limites (inferior e superior resultantes da contracio e da expansao
do vetor consumo observado) de cada produtor, com os quais ainda produzem quantidades
plausiveis da produgao. A producio estimada, para qualquer nivel de consumo compreendido
entre os niveis observados e os limites, é resultante da contragao ou da expansao do vetor pro-
ducao observado, de modo que a contracdo do plano observado ocorra na direcdo da maior taxa
do retorno de escala e a expansao ocorra na direcdo da menor taxa do retorno de escala.

Na medida FDHg os planos de producao observados podem ser vistos como sendo
difusos se forem associados: a) graus de realismo igual a zero aos planos de produgdo construidos
a partir das contragoes e das expansoes limites; b) graus de realismo pertencentes a (0, 1) quando
as contragdes e as expansOes sdo menores que as contragdes/expansoes limites; ¢) graus de
realismo igual a 1 se os planos construidos coincidirem com os observados (isto é, para contragoes
e expansOes nulas). Para calcular a eficiéncia técnica dos planos observados pode-se entao

estipular graus minimos de realismo do conjunto dos planos e producao que constitui a tecnologia



67

de producdo a partir de conjuntos corte u! das quantidades difusas dos planos de producio,
sugerindo que quanto maior o realismo, mais préximo da realidade estd o indice da eficiéncia
técnica calculado.

A seguir serao delineadas algumas conclusoes observadas da aplicacao das duas medidas

e também serdo sugeridas algumas recomendacgoes pertinentes ao trabalho.

5.1 Conclusoes

Do desenvolvimento das medidas no capitulo 3 e da andlise dos resultados apresentados

no capitulo 4 seguem as seguintes conclusoes.

5.1.1 Conclusoes da Aplicagcao da Medida CCRg

e Considerando n conjuntos corte p das quantidades difusas dos fatores de produgao, a
aplicacao da medida CCRg resulta em n indices da eficiéncia técnica para cada produtor
que apresentam diferentes possibilidades de terem ocorrido na pratica. Por exemplo, se u =
0,4, entao as quantidades de consumo e de produgao utilizadas nos cdlculos apresentam
grau de pertinéncia maior ou igual a 0,4, e consequentemente os indices da eficiéncia

técnica calculados apresentam grau maior ou igual a 0,4 de terem ocorrido na prética

Seja 1 € [0, 1] o nivel dos conjuntos corte p dos fatores de producdo. Se = 1, entdo os
graus de eficiéncia calculados pela medida CCRg séo iguais aos calculados pela medida

CCR.

O decisor pode analisar e plotar os indices da eficiéncia técnica versus os diferentes cortes

nivel p.

e A medida sugerida atende as propriedades WI, H, WM e U (definidas na secao 2.1).

A tecnologia de produgdo gerada satisfaz as propriedades T1-T6 (definidas na secao 2.1).

5.1.2 Conclusoes da Aplicagcao da Medida FDHg

e Considerando m diferentes graus de pertinéncia dos planos de produgao que constituem a
tecnologia de producao, a aplicacao da medida FDHg resulta em m indices de eficiéncia
para cada produtor. Aos indices da eficiéncia calculados com um determinado grau de
pertinéncia pertencente a [0,1] é associado igual grau de realismo. Por exemplo, se o grau

de pertinéncia é maior ou igual a 0,6 entdo a tecnologia de producao é constituida por

"Tais como 0; 0,1; 0,2; ...,0,9; 1.
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planos que tém um grau (0,6 de serem implementados na prédtica e consequentemente os

indices da eficiéncia sdo (), 6 realistas.

e Quanto maior o grau de realismo desejado, maiores sdo os indices da eficiéncia técnica
atribufdos pela medida FDHg aos produtores. Isto ocorre porque a tecnologia de producao

& malis restrita com o aumento do realismo.

e Se o grau de realismo for igual a 1, entdao os graus de eficiéncia calculados pela medida

FDHg sao iguais aos calculados pela medida FDH.

e () decisor pode analisar e plotar os indices da eficiéncia técnica versus os graus de realismo

especificados;
e A medida sugerida atende as propriedades WI, H, WM e U (definidas na se¢éo 2.1).

e A tecnologia de produgao gerada satisfaz as propriedades T1-T6 (definidas na segao 2.1).

5.2 Recomendacoes

Alguns passos podem ser dados no sentido de aprimorar e ampliar o leque de aplicagao

das duas medidas propostas. Algumas sugestdes neste sentido sdo enumeradas a seguir.

1. Desenvolver medidas aplicdveis as situagOes em que as quantidades consumidas e pro-
duzidas sdo niimeros difusos do tipo LR considerando diferentes economias de escala e
diferentes descartes dos insumos e dos produtos. (A medida CCRg é aplicdvel se e so-
mente se a tecnologia de producao satisfaz retornos constantes de escala e descarte forte

dos insumos e dos produtos.)

2. Utilizar distribuicoes de possibilidade nao lineares na definicdo das quantidades dos fatores
de produgao difusos e outros operadores de agregacao (interse¢ao) para construgao de
medidas semelhantes a medida CCRg (veja Zimmermann, [1991, p.40]). (Na defini¢ao do
programa linear que mede o indice da eficiéncia CCRg foi empregado o “operador min”

definido na Se¢do A.1.2 do Apéndice A.)

3. Modelar medidas semelhantes a FDHg para analisar a eficiéncia técnica quando os fatores

de producao sdo quantidades categéricas e/ou inteiras.

4. Incluir na medida FDHg a possibilidade de ocorreram alteracoes “nao proporcionais” nas
quantidades consumidas e produzidas. (A medida FDHg é aplicdvel se e somente se ocor-

rem variagoes “proporcionais” nas quantidades consumidas e produzidas.)
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5. Adaptar a medida FDHg para a situacao em que a tecnologia de producao satisfaz dife-
rentes economias de escala e diferentes descartes dos insumos e dos produtos. (A medida
FDHg ¢é aplicdvel quando a tecnologia de producao satisfaz retornos varidveis de escala e

descarte forte dos insumos e dos produtos.)

6. Desenvolver uma metodologia consistente para calcular limites apropriados as contragoes e
as expansoes dos planos de producao observados de modo que os planos de producao resul-
tantes das contracoes e das expansoes dos planos observados ainda pertencam a tecnologia

de produg¢ao BCC.
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Apéndice A
Programacao Linear Difusa

As medidas difusas da eficiéncia técnica definidas no capitulo 2, bem como as propostas
no capitulo 3, envolvem conceitos de conjuntos difusos. Neste apéndice, inicialmente serd dada
uma breve nogao sobre conjuntos difusos e sobre os niimeros difusos do tipo L, R e LR. Girod
[1996] emprega quantidades difusas do tipo L e R (figuras A.1 e A.2). A situacdo em que os
insumos e os produtos forem expressados por nimeros difusos do tipo LR (figura A.3) pode-se
empregar a medida CCRd e a medida de Ueda e Kamimura [1998].

Neste apéndice serdo abordados tépicos envolvendo programagdo linear difusa. O
primeiro tépico estd relacionado com a tomada de decisdo em ambiente difuso, pois determinar
a solucao de um programa linear difuso é tomar uma decisdo em ambiente difuso. Serdo apre-
sentados os modelos de programagdo linear difusa de Zimmermann [1991, p.250] e de Carlsson e
Korhonen [1986]. O primeiro modelo foi empregado por Sengupta [1992] e 0 modelo de Carlsson
e Korhonen foi utilizado por Girod [1996].

A.1 Conjuntos Difusos

No cotidiano as quantidades geralmente ndo sdo exatas, ou seja, em vérias situacoes
lidamos com quantidades aproximadas. Por exemplo, ao se comprar alimentos embalados, o peso
que consta nas embalagens geralmente nao é o peso real, porque existe uma pequena variacao
devido a vérios fatores. O peso especificado na embalagem é na verdade o peso médio, podendo
ocorrer oscilagoes tanto para mais quanto para menos. Qutro exemplo é o caso de uma nectarina
que é resultado do cruzamento genético do péssego e da ameixa. Pode-se dizer que uma nectarina
é uma ameixa e um péssego mas nao podemos classificd-la como sendo apenas ameixa ou apenas
péssego.

Em 1965 Zadeh preocupado com as situacoes em que a légica tradicional da dicotomia
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(do ser ou ndo ser) nao podia ser aplicada, desenvolveu um novo modelo de légica denominada
de lé6gica difusa. Utilizando esta 16gica pode-se lidar matematicamente com situagdes como as
descritas nos exemplos do pardgrafo anterior. O ponto central da légica difusa é que um deter-
minado objeto pode pertencer simultaneamente a mais de um conjunto. A esta propriedade de
pertencer a mais de um conjunto é associado um grau de pertinéncia através de uma distribuicao
de possibilidade (que é a fungdo de pertinéncia).

Usando a légica tradicional, do estar ou nao estar, a pertinéncia de 2 num conjunto

cldssico A pode ser expressa pela funcao caracteristica p4(x) — {0,1}, x € A, isto é,

1 sexc A

#a() = 0 sex¢ A

Empregando a légica tradicional, pode-se decidir apenas se x é um elemento de A ou nao. A
légica difusa admite um grau de pertinéncia (entre zero e um) de x pertencer a A. Se py €
a funcao de x no intervalo [0,1], entdo p4(x) — [0,1] é chamada de funcéo de pertinéncia no
conjunto difuso A. Mais detalhes em Zimmermann [1991].

Um conjunto difuso pode assumir intimeras formas. Neste capitulo serdao definidos
os conjuntos que expressam ndmeros difusos. Tais quantidades sao utilizadas para expressar
quantidades difusas do tipo “nimeros reais préximos de 10”7, “ndmeros reais consideravelmente

maiores que 107, etc.

A.1.1 Numeros Difusos

Nas seguintes defini¢oes, serao definidos os nimeros difusos do tipo L, R e LR.

Definicao 28 Seja L : [0,+00) — [0,1], L(0) = 1, uma fun¢do ndo crescente e nao constante
em [0,+00). Seja Fy, o conjunto de todos os nimeros difusos @ cuja funcao de pertinéncia

apresenta a sequinte propriedade: Fxistem nimeros reais a e o > () tal que

 — 1
L<a > set<a
a(t) = «

o(t) set>a

onde ¢ : (a,+00) — [0,1] é qualquer fung¢do. Um ndmero a € Fr, é chamado de nimero difuso
do tipo L.

A figura A.1 ilustra o nimero difuso @ = (p; () , v, a) que é do tipo L, onde p; (t) é a
funcéo de pertinéncia, a é o valor minimo de ¢ para o qual p (t) =1 e (a — «) & 0 menor valor

possivel para a.
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() =1

Ha(t)

(a-o) t ;1

<

Figura A.1: Nimero difuso do tipo L.

A distribuicao de possibilidade associada ao nimero difuso @ da figura A.1 é

0 set < (a—a)
t—(a— a)
St =4 — 7 se (a—a)<t<a -
o
1 set>a

Esta funcdo indica que a possibilidade da atual quantidade de ¢ assumir a verdadeira quantidade
de @ cresce a partir de ¢t = (@ — ) pois y; (t) é estritamente crescente no intervalo [a — a,al.
Verifica-se também que é impossivel a atribuigdo de quantidades menores que (@ — «) para @
pois para t < (a — «) tem-se p; (t) = 0, enquanto que a possibilidade de assumir valores maiores

ou iguais a a é maxima.

Definigao 29 Seja R : [0,+00) — [0,1], R(0) = 1, uma fun¢do ndao crescente e nao constante
em [0,+00). Seja Fr o conjunto de todos os mimeros difusos b cuja funcao de pertinéncia
apresenta a sequinte propriedade: Eristem nimeros reais b e 3 > 0 tal que

t—>b

R <—> set>b
(1) = B
U(t) set<b

onde ¥ : (—o0,b) — [0,1] é qualquer fun¢ao. Um nimero b € Fg ¢ chamado de nimero difuso
do tipo R.
Na figura A.2 tem-se a representacao do exemplo de nidmero difuso b= (Mi, (t), 05, b)

que é do tipo R. A distribuicdo de possibilidade associada a este niimero é

1 se 0 <t <b
(b5
s
0 set<0et>(b+p)

() = se b <t < (b+ )
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,u;(t)zl

15 (1)

v

0 1 (b+p)

Figura A.2: Niimero difuso do tipo R.

Defini¢ao 30 Seja L, R : [0,4+00) — [0,1], L(0) = R(0) = 1, fung¢des ndo crescentes e ndo

constantes em (0,+00). Seja FrLr o conjunto

Frp=F,NFg

Um nidmero ¢ € Frr é chamado de niimero difuso do tipo LR. Neste caso a func¢io per-

tinéncia serd dada por

c—1t

L
(8
/%(t) = t— ¢
R
B

A figura A.3 ilustra o numero difuso ¢ = (p; (t) , @, ¢, 3) que é do tipo LR, onde a e (3

set<c

set>c

indicam o quanto ¢ pode se afastar a esquerda e a direita respectivamente de ¢. A amplitude

(que é a extensdo) do nimero difuso ¢ é definida por a e (3.

M ()=1

H (1)

0 (c-a) ; I c+f) >1

Figura A.3: Nimero difuso do tipo LR.
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O nimero difuso ¢ geralmente é denotado por é = (¢,¢,¢),onde c =c—aec=c+ 3,

e a distribuicao de possibilidade associado a ele é

—t((cloz) se (c—a)<t<c
ps(t) = % se c<t< (c+ )
0 set<(c—a)et>(c+p)

Nas préximas secoes serdo definidos conceitos relacionados a tomada de decisdo em

ambiente difuso e em relacdo a programacao linear difusa.

A.1.2 Tomada de Decisao em Ambiente Difuso

Na teoria da decisao cldssica os problemas inerentes a tomada de decis@o apresentam
trés componentes: alternativas, restricoes e objetivos. As alternativas definem o espaco de
decisao (espago alternativo) onde o decisor escolhe uma solugao para o problema; as restrigoes,
como o nome sugere, limitam as escolhas entre as alternativas; objetivos ou metas representam
valores ou utilidades das alternativas existentes. Uma decisao, sob condicoes de certeza, é
feita quando o resultado para cada acao pode ser determinado e ordenado precisamente. Uma
alternativa escolhida deve levar & maior utilidade, isto é, o problema de tomada de decisdo
torna-se um problema de otimizacao.

Muitas das tomadas de decisao do mundo real envolvem ambiente em que os objetivos,
as restricbes e as possiveis a¢ées nao sdo conhecidas precisamente. Em 1970 Bellman e Zadeh
sugeriram um modelo para tomada de decisdo num ambiente difuso no qual assumiram que
0s objetivos e as restricdes podem ser modelados como conjuntos difusos no espaco de decisao
e a decisfo difusa correspondente é a intersecao desses conjuntos. De uma maneira simples e

sucinta definiram decisdo difusa como a confluéncia de objetivos e restri¢oes [Bellman, Zadeh,

1970, p.B-149]. Essa idéia é formalizada com a seguinte definigao.

Definicao 31 Seja um objetivo difuso! G e uma restri¢ao difusa C num espaco de alternativas
X. Entio G ¢ C combinadas formam uma decisdo 15, que é um conjunto difuso resultante da
interseccao de Ge 6’, ou seja, D=GNC e correspondentemente (17 = min {,ué, ,u(j,} [Bellman,
Zadeh, 1970, p.B-148].

Com n objetivos G1, G, ..., G, e m restrigoes C1,Cs, ..., Cp,, a decisdo resultante é a

intersecgio dos objetivos e das restrigoes [Bellman, Zadeh, 1970, p.B-149], ou seja,

"Um objetivo difuso G pode ser uma fungéo do tipo G = f()~(1,)~(2,...,)~(n) cuja funcdo de pertinéncia é

ha = ma(x) [min (p (21), po(22), .-,y t, ()], onde p, é a funcdo de pertinéncia de X;.
y=f(=
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D=GiNGyN..NG,NC1NCyN...NCp,

e portanto,
p = min {Malauaga o G B B, *"7”6\;}'

A.2 Programacao Linear Difusa

A programagio linear, concebida por Dantzig na década de 40, consiste na maximizagao
ou na minimizacao de uma fungao objetivo linear restrita a um conjunto de equagoes e inequagoes
lineares. Assume-se que a linearidade diz respeito as varidveis e aos parametros e que esses sao

totalmente conhecidos. Seja o problema de programacao linear (ppl)

max z= clx
s.a Ax <b (1)
x>0

onde z = ¢!z define a funcio objetivo, Az < b sdo as restricoes, > 0 é 0 espaco de alternativas,
A & uma matriz de m linhas e n colunas, ¢ e x sdo vetores n-dimensionais e b ¢ um vetor m-
dimensional. O procedimento mais utilizado para a resolucdo de um problema de programacao
linear ¢ o método simplex, desenvolvido por George Dantzig em 1947.

Sob hipéteses de imprecisdo pode-se admitir que alguns ou todos os pardmetros do
ppl sejam difusos e essa caracteristica pode ser expressa de virias formas. Qs elementos de A,
b, e ¢ podem ser niimeros difusos; as restricdes podem ser consideradas conjuntos difusos; e
a funcgado objetivo pode ser representada por um conjunto difuso ou uma funcio difusa. Além
disso a solugao do problema (decisao) pode ser modelada como um conjunto difuso (uma solugao
“suficientemente boa”) ou um ntimero cldssico (solugao ¢tima).

Zimmermann [1991, p.249], classificou os problemas de programagdo linear que apre-
sentam parametros imprecisos em programa lineares difusos simétricos e nao simétricos. Nos
modelos simétricos a funcao objetivo é substituida por uma restricao difusa transformando a

otimizacao estrita da formulagao deterministica em um alcance gradual de um nivel de aspiracao.

[

Os modelos sao ditos simétricos porque a fungio objetivo, transformada em restricao difusa,
incorporada ao conjunto de restrigdes funcionais (também difusas). A solugdo do problema é
portanto, um conjunto difuso. Nos modelos néo simétricos (também denominados de possibilis-
ticos), a imprecisao se verifica em alguns ou todos os elementos de A, b e ¢, e a decisao pode ser
difusa ou cléssica.

Os modelos simétricos baseiam-se diretamente na interpretacdo de decisao difusa de

Bellman e Zadeh [1970], isto é, se forem dados uma meta difusa G e um conjunto difuso de
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restrigoes C, entao uma decisao difusa D resultard da conexao entre G e C (GNC por exemplo)
e da correspondente fungao de pertinéncia da decisao pup = min {,ué,,ué,}. Os modelos nao
simétricos envolvem um conjunto heterogéneo de problemas que impossibilita uma formulagao
genérica.

A seguir, serdo descritos o modelo simétrico de Zimmermann [1991] e o modelo néo

simétrico de Carlsson e Korhonen [1986).

A.2.1 O Modelo Simétrico de Zimmermann

Segundo Zimmermann o programa linear (1) tem a seguinte formulagao [Zimmermann,

1991, p.250]:

Determinar =x
sa e 2z

x>0
onde: < denota a versao fuzificada de < e possui a interpretacio de “essencialmente menor
ou igual”; 2 denota a versdo fuzificada de > e tem a interpretacéo de “essencialmente maior
ou igual” [Zimmermann, 1991, p.250]; 2o e by sao definidos a priori pelo usudrio e representam
respectivamente niveis de aspiraciao de satisfacio da funcio objetivo e das restricoes; =, ¢!, A,
20, bg sdo quantidades deterministicas (ndo difusas).

Ao substituir a otimizagao cldssica e as restrigoes por niveis de aspiragao, constituin-
do um tnico conjunto de restri¢oes (difusas), a funcao objetivo passa a ter papel idéntico as
restricoes, caracterizando a simetria do modelo. N&o se obtém, entdao uma “solucdo étima que
satisfaz a um conjunto de restrigdes” mas sim “solucoes de compromisso” em termos de niveis
de aspiragoes do objetivo e das restrigoes.

Para caracterizar totalmente a simetria do modelo pode-se utilizar a notacdo B =
(—¢, A)" e d = (—z,bo)" e reescrever o programa linear acima em:

Determinar =x
s.a Brld (3)
x>0

Cada uma das (m + 1) linhas deste programa linear define um conjunto difuso, cuja
fungao de pertinéncia g, () pode ser interpretada como o grau com que z satisfaz a desigualdade
difusa B;x < d;, (onde B; é a i-ésima linha de B). O conjunto difuso ”decisdo do modelo” fica

caracterizado pela seguinte funcéo de pertinéncia:

pip(r) = min { s, ()} (4)



81

Supondo que o decisor esteja interessado ndo num conjunto difuso como solucao mas sim numa
solucao 6tima deterministica, deve-se determinar a “solucao maximizante”, através da solucao

do seguinte problema (possivelmente néao linear):

max {ml.in i (fv)} = max {up(2) } (5)

A fungao de pertinéncia p,(x) deve assumir valor zero quando a i-ésima restri¢ao (in-
clusive a func@o objetivo) for fortemente violada (ou seja, quando a i-ésima restrigao for violada
além de um limite de violagdo definido a priori pelo decisor) ; valor 1 se estiver completamente
satisfeita (no sentido deterministico); e crescer monotonicamente de 0 a 1 dentro de um inter-
valo “aceitdvel” de violagdo da restricdo. Admite-se, entdo, que o decisor seja capaz de definir

um intervalo [di, di 4 pi] de violagdo, admissivel para cada restrigdo (inclusive fungéo objetivo).

Zimmermann [1991, p.251] sugere a seguinte funcao de pertinéncia linear por partes

0 se B;x > d; + p;
BZ':L‘*dZ' .
w(x)=4 1——— sed, < Bx<di+p;, i=1,2,..m+1. (6)
Di
1 se B;x < d;

A solugéo do programa linear difuso (3) ent&o pode ser obtida através de um problema

de programacao linear cldssica. Introduzindo uma varidvel que corresponde a equagao (4) tem-se

max z= A\
5.a A+ Bix<di+pi,i=1,2,...m+1 (7)
x>0

Se (A*,z*) & a solugdo ¢tima, entdo z* é a solu¢do maximizante de (5) do modelo linear difuso
(2) assumindo as fungoes de pertinéncia definidas em (6).

Este enfoque é computacionalmente muito simples uma vez que a solucdo é obtida
resolvendo um problema linear cldssico com uma varidvel a mais que o problema determinfstico
expresso em (1). O modelo linear difuso resultante ndo emprega quantidades difusas e nao
oferece muito mais informacao que uma andlise de sensibilidade sobre o vetor do lado direito
de (1) do modelo linear deterministico e sua maior vantagem sobre este é o fato do decisor nao

ser forcado a formular precisamente o seu vetor de restrigoes, mas somente defini-lo em termos

difusos através da fixacao dos niveis de violacao das restrigoes e da funcao objetivo.

A.2.2 O Modelo Nao Simétrico de Carlsson e Korhonen

Seja o problema deterministico de programagao linear formulado em (1) supondo que
existe incerteza em relacio as quantidades dos parAmetros A, b e ¢. Suponhamos que o de-

cisor seja capaz de especificar limites inferior (A, b, ¢) e superior (A,b,¢) para cada parametro.
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Carlsson e Korhonen [1986, p.24] sugerem que os limites inferiores representem valores “livres
de risco” no sentido de poderem ser implementados com certeza. s limites superiores sao
valores-fronteira além dos quais ndo hd possibilidade de implementacao (“valores impossiveis”,
nos termos de Carlsson e Korhonen [1986, p.24]). Esse enfoque baseia-se na hipétese de que
quando A, b e ¢ movem-se do limite “livre de risco” para o “impossivel”, a solu¢ao move-se de
uma situacdo com alto grau de implementabilidade (segura) para uma solu¢do com baixo grau
de implementabilidade (solugao otimista).

Com essa caracterizacao, A, b e ¢ sdo conjuntos difusos e suas distribuicoes de possi-
bilidade devem assumir valor 1 nos limites inferiores (livres de risco) e 0 nos limites superiores
(impossiveis), decrescendo monotonicamente de 1 a 0 quando A, b e ¢ movem-se do limite “livre
de risco” para o “impossivel. Sejam Pas;s Mo, € Hejs i=1,2,...,mej =12, ..n as fun¢oes
de pertinéncia associadas aos elementos de A, b e ¢. Aplicando resultados da &lgebra difusa
(equacao (4)) pode-se avaliar a precisdo da solugdo 6tima. A funcao de pertinéncia que reflete

a precisao da solucao 6tima é

ILLB = Irlzin {ll’[/aij7ll’[/bi7ll’[/Cj}' 7’ = 172‘7 “’7m/7 .] = 1727 “‘77/]’ (8)

Esse é o modelo de decisao de Bellman e Zadeh e sua interpretacio é que a precisao da
solucéo 6tima é igual a precisdo do pardmetro de maior “risco”. Segundo Carlsson e Korhonen
[1986, p.25] o melhor valor para a fungdo objetivo (do ppl (1)), para um valor fixo de pg, é

alcancado quando

ILLB ://6(1,7 ://l/b7 :/’6(3777/: ]‘72‘7“‘7m/7j: ]‘727“‘777/ (9)

pois o modelo tende a utilizar os valores de maior risco dos parametros. Segundo os pesquisadores,
pode-se entao afirmar que ‘o melhor valor da funcao objetivo, a um nivel fixo de precisio, pode
ser obtido usando-se todos os paradmetros a um mesmo nivel de precisao’. Devido a existéncia
das folgas nas restrigoes nao ativas na solucao 6tima, um nivel menor de precisdo poderd ser
utilizado em alguns componentes do vetor de restrigdes (o vetor b). Esta alteracdo, segundo
Carlsson e Korhonen [1986, p.25] ndo afetam a solucao étima da funcgéo objetivo.

Dado o parametro p, seja a distribuicao de possibilidade

0 sep>p
PP _

=9 7—p sepSPSp (10)
1 sep<p

entao

p=1,(p—p) +D. (11)



83

Se aos parametros A, b e ¢ sdo associadas distribuigoes de possibilidade semelhantes a

expressa em (10), entao o programa linear (1) podersd ser rescrito como

max z= [¢+p(c—27) )
atpla—a)e<biubb) . (12

A solugao 6tima do problema de programacao nao linear (12) é alcancada quando p = 0. Essa
solucdo estd associada a situacao “impossivel” e, isoladamente, nao apresenta interesse. Esse
ponto merece uma observacao relativa a forma das funcoes de pertinéncia. Se todas as fungoes
de pertinéncia utilizadas tém a mesma forma (mesmo que nao sejam lineares), a programagao
linear paramétrica pode ser utilizada. Caso as fungoes de pertinéncia dos diversos pardmetros
tenham formas distintas Carlsson e Korhonen [1986, p.26] sugerem a fixacdo de diferentes valores
para p (= 0,0.1,0.2,..., 1.0, por exemplo), e deve-se resolver uma série de problemas lineares
associados a estes valores. O conjunto de solugoes Stimas associado a essa série de problemas
poderd ser representado em funcao dos graus de pertinéncia utilizados, permitindo inclusive uma

andlise grafica da evolugao do valor étimo.



Apéndice B

Tabelas de Dados

Insumo X,

Insumo X»

Produtor 1 (13081; 16352; 17987) (205 26; 28)
Produtor 2 (27093; 33867; 37253) (24; 30; 33)
Produtor 3 (22532; 28165; 30981) (40; 515 56)
Produtor 4 (32079; 40099; 44108) (62; 78; 85)
Produtor 5 (29048; 36311; 39942) (55;69; 75)
Produtor 6 (40651; 50814; 55895) (48;61;67)
Produtor 7 | (51003; 56670; 68004) | (106; 118; 141)
Produtor 8 (76044; 84494; 101392) (108;120; 144)
Produtor 0 | (48748; 54165;64998) | (102; 114, 136)
Produtor 10 | (113308; 125808; 151077) | (217; 242; 290)
Produtor 11 | (103397; 114836; 137863) | (131; 202; 242)

Tabela B.1: Insumos difusos. (Fonte: Ueda, Kamimura, [1996, p.2])

Produto Y

Produto Y5

Produtor 1

(8425; 10532; 11535)

(4448;5561;6117)

Produtor 2 (25174; 31468; 34614) (14484;18106; 19916)
Produtor 3 (43387;54234; 59637) (13198; 16498; 18147)
Produtor 4 (67829; 84787;92365) (24648; 30810; 33891)
Produtor 5 (60696; 75870; 83457) (45823; 57279; 63006)
Produtor 6 (67167; 83959; 92354) (28236; 35295; 38824)
Produtor 7 | (153687;170764; 204916 (92670; 102967; 123560)
Produtor 8 | (171872;190969; 229162 (80460; 89401; 107281)
Produtor 9 (59523; 66137; 79364 )

Produtor 10

274967; 305519; 366622

(88146;97941; 117529)

Produtor 11

( )
( )
(129486; 143874; 172648)
( )
( )

368667; 409630; 491556

(172049; 191166; 229399)

Tabela B.2: Produtos difusos. (Fonte: Ueda, Kamimura, [1996, p.3])




Insumo X | Produto Y
Produtor 1 1 2
Produtor 2 2,9 3
Produtor 3 3 4
Produtor 4 3 7
Produtor 5 5] 8

Tabela B.3: Insumos e produtos (Aplicagdo I da medida FDHg).

Insumo X7 | Insumo X5 | Produto Y
Produtor 1 1 2 1
Produtor 2 1,7 1 3,5
Produtor 3 2 4 8,1
Produtor 4 4.4 2 8,5
Produtor 5 5,1 6 9
Produtor 6 2 3 6
Produtor 7 2 4 6
Produtor 8 4 4 4

Tabela B.4: Insumos e produtos (Aplicacao IT da medida FDHg).



Apéndice C

Lista de Simbolos Mais Usados

C(y) conjunto dos vetores consumo que produzem pelo menos o vetor produgao y
Ce(y) conjunto consumo supondo retornos constantes de escala
Cn(y) conjunto consumo supondo retornos nao crescentes de escala
Cv(y) conjunto consumo supondo retornos varidveis de escala
Cyr(y) conjunto consumo supondo retornos varigveis de escala
P(x) conjunto dos vetores producao possfveis de serem gerados a partir do consumo de =
Pco(x) conjunto producao supondo retornos constantes de escala
Px(x) conjunto producao supondo retornos nao crescentes de escala
Pv(x) conjunto producao supondo retornos varidveis de escala
GR colegao de todos os vetores consumo-produgdo vidveis
GR¢ colecao dos planos de producao vidveis supondo retornos
constantes de escala
GRy colegao dos planos de producao vidveis supondo retornos nao
crescentes de escala
GRyv colegao dos planos de producao vidveis supondo retornos
varidveis de escala
TPpoc colecao dos planos de producdo vidveis gerados pela medida radial
da eficiéncia técnica supondo retornos varidveis de escala (medida radial de BCC)
TPrpu colecao dos planos de producao vidveis gerada pela medida

free disposal hull-FDH
TPLyq  colecdo dos planos de produgio vidveis gerada pela medida

free disposal hull difusa-FDHd com grau de realismo igual a p
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eficiéncia técnica radial orientacdo consumo supondo retornos constantes de escala
efic. técnica radial orientagao consumo supondo retornos nao crescentes de escala
eficiéncia técnica radial orientacdo consumo supondo retornos varidveis de escala
eficiéncia técnica radial orientacdo producio supondo retornos constantes de escala
efic. técnica radial orientagao consumo supondo retornos nao crescentes de escala
eficiéncia técnica radial orientacdo consumo supondo retornos varidveis de escala
efic. técnica néo radial orientagao consumo supondo retornos constantes de escala
a conjunto consumo gerado pela medida FDHd com grau de realismo igual a u
a conjunto producao gerado pela medida FDHd com grau de realismo igual a p
A= DB significa que A coincide com B
A C B significa que A é um subconjunto de B

Seja X = (%1, .oy Tn) € Y = (Y1, --1,Yn). X 2Y se e somente se x,, > yy,

ou Ty, = Yn,Vn € {1,2,...,n}
X >Y seesomentese X 2Y e X £Y
X >Y se e somente se x, > yn,Vn € {1,2,...,n}
versao fuzificada de < e possui a interpretacao de “essencialmente menor ou igual”
versao fuzificada de > e tem ainterpretagao de “essencialmente maior ou igual”
sujeito a

quantidade difusa



